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Predgovor

Moja osnovna ideja je da, kroz seriju Sveski iz oblasti elektro-
magnetike, studentima i inZenjerima pruzim kompletnu literaturu potrebnu
za temeljno proucavanje problema elektromagnetnih polja. Pred Citaocima
je treca Sveska.

Elektromagnetizam sam napisao kao knjigu kakvu bih ja Zeleo da
koristim, knjigu u kojoj bih u trenutku pronasao bas ono mi je potrebno,
knjigu u kojoj nema objas$njavanja onoga $to je ocigledno, knjigu bez
nejasnoca, knjigu koja je vodi¢ kroz tajenstveni svet elektromagnetnih
polja, knjigu koja se moze Citati preko reda. Trudio sam se da napiSem
knjigu koja se moze Citati kao ukrStene re¢i. Vertikalno, proucavajuci
samo glavne teme, i horizontalno, razradujuci jednu temu. Takode, trudio
sam se da knjigu napiSem kratko i sazeto jer znam da nemam pravo da
¢itaocima oduzimam vreme.

Elektromagnetizam sam napisao na pragu izumiranja klasi¢ne
elektromagnetike. Danas, veéina inZenjera, ali i studenata, sve probleme
elektromagnetike reSava upotrebom gotovih programskih paketa koji su
zasnovani na metodu konacnih elemenata. Ja nema niSta protiv toga, ali
smatram da takve alate treba koristiti samo za vizuelizaciju reSenja, a
nikako kao jedini put za reSavanje problema. To je neosvetljen put na
kome se fizicka stvarnost ne vidi.

Tekst ¢e moéi da se nade i na adresi www.znrfak.ni.ac.rs,
sve dok neko drugi ne bude odlucio drugacije.

U Nisu, Uskrs, 2016. godine,
DMP
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Uvod u magnetizam

Prema nekim podacima Kinezi su saznali za magnet negde 4000 godina
pre nove ere, a da komad jedne rude privlaci sitnije komade gvozda bilo je
poznato joS u drevnoj Gr¢koj. Ruda je nazvana magnetit (Fe;O0,), a cela
pojava magnetizam, prema gradu Magnezija u Maloj Aziji u ¢ijoj blizini
su bila nalaziSta ove rude. Primetili su da gvozdena Sipka koja je bila u
kontaktu sa magnetom dobija privlacna svojstva. O odbojnim pojavama
nigde se ne govori. Odbojne sile nisu mogle da se uklope u Aristotélésovo
ucenje i ucenje njegovih sledbenika. Tek u VI veku nove ere odbijanje kod
magneta pominje hri§¢anin Jovan Filopon, ali naelektrisana tela i magneti
nisu ni¢im povezivani. Arapi su u XII i XIII veku helenisticka ucenja o
kvalitetu privlacenja skoro neizmenjena preneli u Evropu. Medutim,
preneli su i zablude. Mada o magnetu nema mnogo pouzdanih zapisa,
ostalo je da magnet gubi privlacna svojstva ako se protrlja belim lukom.
To se uklapalo u opstu teoriju kvaliteta, jer u ovom slucaju dolazi do
promene kvaliteta. Kako je u to vreme kompas bio u redovnoj upotrebi,
navigatorima na brodovima je bilo zabranjeno da jedu beli luk. Doba
renesanse je izuzetno znacajno za magnet (kompas) zbog interesovanja za
daleka putovanja. Treba izdvojiti da je Porta prvi upotrebio gvozdene
opiljke da bi na listu hartije nac¢inio sliku linija sila i da je prvi koji tvrdi da
beli luk ne utice na magnet.

U Gilbertovom ucenju pominju se severni N (Eng.
North-sever) i juzni S (Eng. South-jug) magnetni pol i
ukazuje se na osobinu da se istoimeni polovi odbijaju,
a raznoimeni privlace. Sli¢nost mehanickih pojava
kod magneta i naelektrisanih tela dovela je do ideje o
postojanju magnetnih masa koje su rasporedene oko
polova.
Medutim, pozitivna i negativna naelektrisanja je bez teSkota moguce
razdvojiti, a magnetne mase nikako, na primer lome¢i magnetni Stap do
najsitnijih komada. Tako je Gilbert dosao do sasvim pogresnog zakljucka
da su elektricitet i magnetizam slicne pojave, ali da nemaju nikakve
medusobne veze.

Fizicari su uporno ukazivali na razlike izmedu elektriciteta i magnetizma i
tako je ostalo sve do XVIII veka. Tek tada je pocela da se javlja ideja o
vezi izmedu elektri¢nih i magnetnih pojava. Primeceno je da za vreme
oluje magnetna igla kompasa ili osciluje u svim pravcima ili se uko¢i ma u
kom polozaju da se nalazi. Zahvaljuju¢i Franklinu i njegovom eksperi-
mentu sa zmajem od papira koga je pustao u oblake za vreme oluje,
zagonetka magneta postace predmet prouc¢avanja mnogih fizicara.



16 Dejan M. Petkovié

Oerstedovi eksperimenti

Problem magneta privukao je paZnju danskog prirodnjaka i lekara
Oersteda

| ‘- 5 . . .
% Stalno smo u iskuSenju da uporedujemo

magnetne i elektricne sile. Velika sli¢nost
izmedu elektricnih i magnetnih privlacenja
i odbijanja i sli¢nost njihovih zakona nuzno
namece takvo uporedenje

Oersted je do svog otkriéa dosao sasvim slu¢ajno
tokom jednog predavanja koje Cak nije ni bilo
posveceno razmatranju veze elektriciteta i
magnetizma. Medutim, nipoSto se ne radi o
slucajnosti, jer je on verovao da takva veza
postoji i o¢ekivao je da je nade.

Oersted je ispod i iznad magnetne igle obi¢nog kompasa postavio bakarnu
zicu koja stoji u istom pravcu kao i igla kompasa, tj. u pravcu sever-jug.
Krajevi Zice bili su spojeni sa polovima galvanske baterije. Cim je kroz
zicu pocela da tece elektricna struja, igla je napustila svoj polozaj i stala
pod pravim uglom u odnosu na zicu. Dovoljno je bilo da se prekine veza sa
baterijom da bi se igla vratila u svoj prvobitni polozaj. Oersted je na
osnovu svojih eksperimenata dosao do zakljucka da elektri¢na struja oko
provodnika izaziva neku silu koja deluje na magnet.

Oerstedov glavni rad 'Eksperiment o uticaju elektri¢ne struje na magnetnu
iglu' je na latinskom jeziku objavljen jula 1820. godine. Ve¢ avgusta
meseca Oersted objavljuje novi rad pod nazivom 'Novi elektromagnetni
eksperiment', a taj rad sadrzi i dva nova rezultata.

Iste godine Davyje upoznao Faradya sa ovim radom, koji ¢e biti od
presudnog znacaja kako za samog Faradaya tako i za ostale nauc¢nike
kojima je Oerstedov eksperiment posluzio kao postulat za dalja naucna
otkrica.

Oersted uzima bateriju i strujno kolo zatvara kruznom konturom. Takvo
strujno kolo se ponasa kao magnet sa severnim i juznim polom. Oersted
prinosi takvom strujnom kolu drugi magnet zbog cega dolazi do rotacije,
Sto je sasvim ocekivana interakcija dva magneta. Rad Novi
elektromagnetni eksperiment je ostao u senci njegovog glavnog dela, tako
da se ponasanje strujnog kola kao magneta kasnije susre¢e tek kod
Amperea.
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Ampéreovi eksperimenti

Sta je zajednicko izmedu elektriciteta i magneta? - bilo je pitanje koje je
postalo jo§ veéa misterija posle Oerstedovih eksperimenata. Oko reSavanja
te zagonetke je otpocelo takmicenje naucnika.

Francuska je u to vreme u nauci prednjacila.
Arago je 1824. godine otkrio da rotirajuci
bakarni disk pomera iglu kompasa koja je iznad
diska. Nije primetio da postoji i suprotan
efekat, tj. rotitaju¢i magnet dovodi do rotacije
bakarnog diska. Bila je to demonstracija
elektromagnetne indukcije i vrtloznih struja o
kojima se u to vreme niSta nije znalo. Tek
1831. godine (lekcije 77 i 106) Faraday je
objasnio Aragoovu rotaciju. Medutim, u to
doba naucne vesti su se sporo Sirile.

Ampeére je saznao za Oerstedove eksperimente
i odmah je poceo da vrSi eksperimente sa
provodnicima. Zakljucio je da se dva provod-
nika medusobno privlace ako po njima teku
elektri¢ne struje u istom smeru, a da se odbijaju
ako su struje suprotnih smerova.

Iz ovih pojava Ampeére je izveo matematicki
zakon uzajamnog dejstva dveju elektricnih
struja (lekcija 31).

Ampeére je prihvatio Oerstedovu pretpostavku
da je skretanje magnetne igle uslovljeno silama
koja deluju na iglu prostiru¢i se oko provod-
nika po kome tece elektri¢na struja.

Zamislio je da oko svakog magneta postoje elektri¢ne struje koje kao da
okruzuju magnet nevidljivim prstenovima. Od pravca tih struja zavisi
pravac skretanja magnetne igle u Oerstedovim eksperimentima. Smatrao je
da se te magnetne struje ni po ¢emu ne razlikuju od elektricnih struja i
rukovodedi se tom idejom napravio je nesto poput elektricnog kompasa.

Elektricni kompas se sastojao od slobodno obeSenog solenoida (Grk.
oAV - cev, €idog - oblik) kroz koju je propustana struja, a pri tom se ovaj
kalem ponasao kao magnet sa severnim i juznim polom. Dva solenoida
deluju jedan na drugi kao dva stalna magneta jer izmedu polova solenoida
dolazi do medusobnog privlacenja i odbijanja kao i kod stalnih magneta.
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% Ako elektri¢na struja prolaze¢i oko solenoida po spiralnim prstenovima,

' daje solenoidu magnetna svojstva, zaSto ne bismo zamislili da i stalni

magnet dobija svoja magnetna svojstva otuda §to u njemu teku kruzne
elektri¢ne struje.

Ova genijalna pretpostavka pokazala se kao tacna. Te struje su dobile
naziv Ampéreove struje ili Ampéreove mikrostruje. Medutim, Ampére se
dalje ne bavi stalnim magnetima ve¢ izvodi novi zakljucak.

Oerstedova magnetna igla se okreée popreko prema provodniku po kome
teCe elektricna struja silom onih istih privlacenja i odbijanja koja se
pojavljuju izmedu dva provodnika po kojima teCe elektricna struja.
Osobenosti skretanja Oerstedove igle se objasnjavaju time §to 'magnetne
struje' imaju kruzni pravac pa njihovo odbijanje i privlacenje provodniku
prisiljava iglu na kruzno kretanje.

Ampére je ove misli 1 rezultate svojih o
eksperimenata izrazio kao 'Pravilo plivaca'.

Postojanje kruznih sila oko magneta kasnije

se pokazalo kao nesumljivo, ali se Farady

nije slagao sa Ampereovom misSlju da
magnetizam nije posebna prirodna sila, ve¢ g
vrsta elektriciteta.

Danas znamo da je kretanje naelektrisanja u makroskopskom ili
mikroskopskom smislu jedini uzro¢nik postojanja magnetnog polja.
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1. Magnetna sila i magnetno polje

Postojanje elektrostatickog polja se utvrduje postojanjem mehanicke
(Coulombove) sile na probno naelektrisanje koje je uneto u polje. Osnovna
vidljiva pojava koja ukazuje na postojanje magnetnog polja je mehanicka
sila koja deluje na provodnik kroz koji protice struja.

Dakle, Sto je probno naelektrisanje za dF dF
elektrostaticko polje, to je probni strujni B~ 7 (;Iz (}3 E=—=
element za magnetno polje.

Znaci da strujni element treba da bude tako malih dimenzija da kad je unet
u magnetno polje ne remeti strukturu postoje¢eg polja i dovoljno osetljiv
da bi sila bila detektovana. Takav strujni element, bez prate¢ih provodnika
koji obezbeduju tok struje, prakticno nije moguce realizovati i zato je
ispitivanje magnetnog polja veoma slozen zadatak.

Dok elektri¢no polje ima isti pravc kao i elektri¢na P
sila, a smer mu zavisi od znaka naelektrisanja, u "

magnetnom polju pravac i smer sile zavise i od " —
smera struje u strujnom elementu ali i od polozaja ‘& 1d]
provodnika u odnosu na polje.

Eksperimentalno je utvrdeno da magnetna sila ima
najvecu vrednost kad je provodnik postavljen dr,, =BIdl
upravno na pravac polja.

Maxwell je u svom kapitalnom delu Treatise on Electricity and Magnetism
za vektore koristio redom slova 4 do H . Koeficijentu srazmernosti u
izrazu za magnetnu silu je po redosledu, odmah posle magnetnog vektora
potencijala A, pripalo slovo B. Neke od oznaka su do danas zadrzane. Taj
koeficijent srazmernosti je magnetno polje (ili magnetna indukcija ili
gustina magnetnog fluksa, zavisi gde se nalazite i ko vas pita, prilog A).

Pre uvodenja internacionalnog sistema jedinica, jedinica za magnetno polje
B je bila gaus sa oznakom Gs.

Odlukom Medunarodne elektrotehnicke komisije
(IEC - International Electrotechnical Commission)
iz 1956. godine, i odlukom Generalne konfere-
ncije za tegove i mere (CGPM - Conférence
Génerale des Poids et Mesures) iz 1960. godine,
jedinica je dobila naziv tesla, sa oznakom T, u
Cast genijalnog srpskog nauc¢nika Nikole Tesle.

_F]_ N _N
[B]_[]L] Am | |

1T=10*Gs

~ Am
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2. Z.akon sile

Najveca vrednost sile koja deluje na provodnik konaéne duzine kroz koji
protice stalna struja i koji se nalazi u magnetnom polju upotrebljenja je za

definisanje magnetnog polja.

Medutim, sila kao vektorska veli¢ina, je pored
intenziteta odredena jo$ pravcem i smerom, a bice
potpuno odredena ako se izraz napiSe u obliku
vektorskog proizvoda. Tako se dobija i izraz koji je
poznat i kao Laplaceova formula, a izveden je na
osnovu Ampereovih eksperimenata (lekcija 43).

Pravac i smer sile moguce je odrediti i pomocu
pravila leve ruke koje je poznato i kao Flemingovo
pravilo ili FBI pravilo. Kako se ovde radi o
vektorskom proizvodu prirodno je primeniti pravilo
desne ruke ili desne zavojnice. Oba pravila dovode
do istog rezultata. Ako se umesto leve ruke upotrebi
desna, tada srednji prst pokazuje pravac kretanja
elektrona koji je, kao Sto je poznato, suprotan
konvencijom usvojenom smeru struje.

Na prav provodnik kona¢ne duzine u homogenom
magnetnom polju deluje sila

b
F:]{jdiJXEZIZXB

gde vektor duzine ima pravac i smer toka struje.

e Magnetna sila na zatvorenu strujnu konturu je
jednaka nuli. Niz diferencijalnih duzina obrazuje
zatvoreni poligon i njihov vektorski zbir je nula.
Pravougaona strujna kontura nalazi se u homogenom
polju B=-B% koja je normalna na povr§ koju
kontura ograni¢ava. Na stranice 1+4 deluju sile

dF, =-IBdz, dF, =—IBdy 2, - N
L T T e F=YR=D
dF,=IBdzy, dF,=IBdy?. L &~ ]

F. =BIL
F=ILxB
dF =1dl xB

Tl
Tl ke

B 2y

Kao sto je i o¢ekivano, ukupna sila na strujnu konturu je jednaka nuli. Ako
kontura nije deformabilna ukupni rad sila polja bi¢e jednak nuli.
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3. Moment sila na strujnu konturu

Pravougaona strujna kontura kontura se nalazi u homogenom polju u ravni
z=0 koja je paralelna sa pravcem polja, B= By . Sada na stranice duzine
b koje su paralelne sa y-osom ne deluju magnetne sile jer su strujni

elementi paralelni i anti-paralelni sa pravcem polja. Na drugi par stranica
¢ije su duzine a deluju sile istih pravca i intenziteta ali suprotnih smerova.

F=(Ib3)x(B$)=0.
Fy=(-Ib3)x(B3)=0.

F,=(~laX)x(By)=—-IaB?

F,=(laX)x(By)=1aB% .
Kao $to je i oceklyapo, ukupna. sila na ovu Fe Z };l -0
zatvorenu konturu je jednaka nuli.
Medutim, i pored toga $to ukupna sila na konturu ne postoji, sile koje su
razli¢ite od nule, a to su 17“2 i 134 , proizvode moment koji prouuzrokuje

obrtanje konture oko x-ose. Ovaj moment, po pravilu desne zavojnice,
imaée smer suprotan od smera x -ose, $to znaci da je obrtanje konture u
smeru kazalji na satu. U odnosu na osu obrtanja moment ¢e biti

=25 x F, +(—2y)xﬁ3 _bs x(—1A32)+(—2ﬁ)x(1a32) = —IabBx
2 2 2 2 ]
U opstem slucaju kontura se nalazi pod nekim R z -
uglom u odnosu na vektor polja. Tada su kraci F, / S
sila koja ¢ine spreg | A y
Jzzé(sineﬁ—coseé):—g4. b/2 —— “y—
2 -1 B
5

Moment sila koji teZi da obrne konturu je sada

T=dy,xF,+d,xF, =2d,xF, =—IabBsin® % = —ISBsin0 %,

gde je S =ab povrsina strujne konture. Medutim, povrsina je vektor ¢iji je
pravac normalan na ravan u kojoj lezi kontura i ¢iji je smer odreden
pravilom desne zavojnice, tj. smerom obilaska po konturi, a to je smer
struje kroz konturu. Posto vektori povrSine i magnetnog polja grade ugao
0, za moment sila kona¢no moze da se napise

T=ISxB |ili | T=mxB |gdeje| m=15 |i| [m]=Am’

gde je m magnetni dipolni moment ili (amperski) magnetni moment.
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4. Magnetni dipol

Kad je kontura postvljena tako da je vektor povrSine koju kontura gradi
kolinearan sa vektorom polja, na konturu ne deluje moment sila, kontura
se nalazu u polozaju stabilne ravnoteze i ima minimalu potencijalnu
energiju. Kad su ovi vektori suprotnih smerova kontura ima maksimalnu
potencijalnu energiju i nalazi se polozaju labilne ravnoteze. Potencijalna
energija se pretvara u rad koji se vrsi na obrtanju konture od proizvoljnog
polozaja do referentnog polozaja.

0, 0,
~W = A= [Td0= [mBsin0d0 =-mB(cos 0, —cos0) =4, + 4
0 0

Kao §to se uvek ¢ini, za referntni polozaj treba
odabrati polozaj u kome je potencijalna energija

0,=m/2, 4,=0

jednaka nuli, tj treba smatrati da nema pethodno W =-mBcosf
uloZenog rada. W =-mB

U homogenom magnetnom polju ukupna sila na B . .B
zatvorenu strujnu konturu je jednaka nuli. U - -
nehomogenom polju ¢e se pojaviti sila koja deluje Fo——m
na konturu. Neka se kontura nalazi u polju

stalnog magneta Cije polje opada sa rastojanjem, a —x—>
smer struje je takav da je sila privlacna. Sada je Ax x

AA=F Ax=—AW =mAB =m(B, — B) = (B(x + Ax) - B(x))

B(x+ Ax)— B(x) dB d , _ = I
F=m > F=m—=—@mB) D F=grad(mB
Ar I (mB) grad (mB)
Dipol magnetni elektri¢ni Gilbertov model
— — Ampeéreov model
Moment m=1S p=1d Elekti¢ni dipol
Moment sila T =mxB fzf)xE m @
Energija W=—mB W=-pE T,;,l P 7
Sila F =grad(m B) | F =grad(p E) S|

Niz analogija sa elektri¢nim dipolom koje se uocavaju su razlog $to su prvi
fizicari govorili o pozitivnim i negativnim magnetnim optere¢enjima
analogiju sa elektrostatikom. Medutim, to je bio pogresan model, jer ne
postoji nesto poput izolovanog magnetnog pola. Magnetizam poti¢e od
naelektrisanja u kretanju. Strujna kontura je magnetni dipol.
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5. Magnetni dipolni moment

Izraz za magnetni dipolni moment strujne konture moZze da se uopsti
koris€¢enjem formule za povrSinu zatvorene konture. Izraz se izvodi iz
Stokesove teoreme pogodnim izborom podintegralne funkcije.

G=—yi+xp, dl =dxi+dy), F=xi+yp §
rota=2%, adl =—ydx+xdy, adl =|7xdl|
- . - 1. -
fadl =[rotaas B | S=_grxd o=
C s c d/
Odavde se dobija opsSta formula za magnetni rﬁ=1§ FxIdl
moment strujne konture proizvoljnog oblika. 27

Kad se izraz za jadinu struje zameni gustinom naelektrisanja dobija se
opsta formula za magnetni moment koncentrisanog naelektrisanja koje
obilazi po konturi.

1 = 1 = 1
q:— 7 =— 7 = — 2 v %_qa —
m 2i;r><]dl 2;[rdeV 2;[r><pv dv > m_ErXV

Izolovani strujni element nije moguce napraviti i elementarna strujna
kontura je prakti¢no jedini element za prouc¢avanje magnetnog polja.

Ako se u magnetno polje unese probna strujna
kontura, tj. kontura koja je kruta, ravna, malih
dimenzija i koja mozZe slobodno da se okrece,
javlja se moment sila koji konturu dovodi u
ravnotezni polozaj. U ravnoteznom polozaju, kad
je moment sila jednak nuli, normala na povrSinu
konture definiSe pravac magnetnog polja.

To je pravac koji bi zauzela slobodno obeSena magnetna igla (igla
kompasa) uneta u istu tacku polja.

Promena magnetnog momenta strujne konture dovodi do promene
ukupnog maksimalnog momenta tako da je njihov koli¢nik za neku tacku u
polju uvek konstantan i isti za sve probne strujne konture.

Odavde ponovo sledi jedinica za magnetno polje.

Nm

o =T.

T =1SB=mB, B:ﬁ, [B]=
m
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6. Orbitalni magnetni moment elektrona

e Elektron kruzi po orbiti poluprec¢nika » ugaonom 3

brzinom ® i stvara kovekcionu struju jacine [ ]

koja je suprotnog smera od smera kretanja T

elektrona. Magnetni dipolni moment elektrona,

nazvan i orbitalni magnetni moment m, se dobija V-e_|.

iz izraza za dipolni moment Cestice. ® 'L

Treba uociti da su vektori poloZaja i brzine medu- <&~ e. _
) . - m=——rxvy

sobno normalni vektori, paje ¥ xv =—rvS. 2

Do istog rezultata se dolazi i iz osnovne definicije.
_l-el_ev

T 2
Orbitalni magnetni moment se Cesto izrazava preko ugaone brzine.

I . S=r’n, m=IS > ﬁ1=§rv§

I R, _ e 5
V=0xr, o=—(rxVv) > m:—zrzco
r

U razmatranje treba uvesti ugaoni moment ili moment impulsa L, tako Sto
se ukljuce masa elektrona i1 njegov moment inercije /. Tako se dobija
veza izmedu ova dva momenta.

L=16, L=Fxmy [> m=——L

e U prethodnom razmatranju elektron je mogucée zameniti telom cije su
dimenzije znatno manje od polupre¢nika orbite (taCkasto naelektrisanje i
tackasta masa). Neka je to telo naelektrisano kolicinom naelektrisanja ¢ 1

neka ima masu m, . Sve izvedene formule ostaju u vaZnosti.

=125 L=r'm i=-1-L m=yL Y=5-
2 2m,

Veli¢ina y je ziromagnetni odnos i ne zavisi od ugaone brzine ili

poluprec¢nika konture. Izgleda ¢udno $to ovaj odnos postoji cak i ako nema
rotacije. Medutim, u tom slucaju su oba momenta jednaka nuli, pa je ovaj
koli¢nik zapravo grani¢na vrednost. Dalje, ziromagnetni odnos je moguce
primeniti na bilo koju kruznu konturu, a to znaci i na bilo koje rotirajuce
telo, kao $to su cilindar ili sfera, koje se moZe predstaviti nizom kruznih
strujnih kontura. Sva takva tela imace isti Ziromagnetni odnos i to vaZzi sve
dok se nalazimo u okvirima klasicne mehanike i dok su masa i
naelektrisanje uniformno raporedeni. Pokusaj da se na ovaj nacin izracuna
magnetni moment elektrona usled obrtanja oko sopstvene ose dovesce do
netacnih rezultata.
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7. Magnetni moment kruZne konture

Kruzna kontura, mase m, i polupre¢nika »=a, koja je naelektrisana

koli¢inom naelektrisanja ¢ , rotira oko ose ugaonom brzinom ® . Naelek-

trisanje 1 masa su ravnomerno rasporedeni po obimu konture. Izraz za
magnetni (dipolni) moment moze da se izvede dvojako. Pomocu definicije
magnetnog momenta i pomo¢u magnetnog momenta naelektrisane Cestice,

pri ¢emu se kontura deli na niz elementarnih odecaka.

[\,> m=IS=iS=ﬂa2ﬂ;=1va:1a2m
2 2 2

T

1
2

2am

2n
ﬁ) nﬁzIdnﬁ=—a26)jdq=%a2&')}|;q'ad6=%a3éizn=%azé

Na oba nacina se dobija isti rezultat kao i za naelektrisanu Cesticu. Sta vise,
iz dobro poznatog izraza za moment inercije sledi i da je ziromagnetni

odnos isti.

8. Magnetni dipolni moment kruzne ploce

Neprovodan disk, mase m, i poluprenika a

naelektrisan je stalnom povrSinskom gustinom
naelektrisanja m. Disk rotira oko svoje ose

stalnom ugaonom brzinom .

Podelimo disk na koncentri¢ne prstenove. Svaki
prsten prestavlja elmentarnu strujnu konturu.

Svaka od strujnih kontura proizvodi elementarni
magnetni dipolni moment.

Koli¢ina naelektrisanja na svakom prstenu je
srazmerna povrsini tog prstena.

Zbir svih elementarnih momenata daje ukupni
moment. U kona¢nom izrazu povrsinska gustina
naelektrisanja zamenjuje se ukupnom koli¢inom

naelektrisanja  n=g¢/(a’n). Smer obrtanja
konture se ne naznacuje posebno, jer su pravac i
smer magnetnog dipolnog momenta isti kao
pravac i smer vektora ugaone brzine. Ako je
masa diska m, iz poznatog izraza za moment

inercije se dobija angularni moment. Ziro-
magnetni odnos je isti kao i ranije.
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9. Magnetni moment sferne ljuske

Sferna ljuska pluprecnika a uniformno je
naelektrisana povrSinskom gustinom naelek-
trisanja m. Ljusku treba podeliti na niz kruznih

prstenova tako da je osa rotacije njihova
zajedniCka osa. Svaki prsten nosi elementarnu
struju koja je srazmerna povrSini prstena i zato
zavisi od polarnog ugla 0<0< .

ol
2n

2n

E nds =%n(2nrsin9)rd9

dm=d/S= 2271(2751/ sin 0) 7 (7 sin 0)*d0 = on 7 sin’ 6 dO
T

4. 4_49
m=—onm’ =+a
30N 3

10. Magnetni moment masivne sfere

Problem zapreminski raspodeljenog sfernog x=rcosdsin®
rotirajuceg naelektrisanja (lopta) najlakse je y =rsin¢sin0
reSavati u sfernom koordinatnom sistemu.
Izmedu Descartesovih 1 sfernih koordinata
postoje veze koje su ovde navedene jer u
literaturi postoje razliCita oznacavanja. Za
usvojeni koordinatni sistem je

dl. =dr, dl, =rsin6d¢, dl, =rdo,
0<t<a, 0<¢<2m, 0<6<m.

z=rcos0

Z| rsin®

Po ugaonoj koordinati ¢ moze odmah da se

integrali i zapremina jednog elementarnog
prstena je

dV =dldlydl, = 2mr° sin0dOdr .
Povrsine poprec¢nih preseka lopte su

S =(rsin0)*n

Loptu je moguce predstaviti kao niz elementarnih strujnih kontura sa
zajednickom osom simetrije. Svaka strujna kontura je zapravo prsten
poluprecnika rsin® kojim je ograni¢ena povrSina S i koji zauzima
zapreminu V.
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Ako lopta rotira stalnom ugaonom brzinom ®, koli¢ina naelektrisanja u
jednom elementarnom prstenu stvara elementarnu struju i magnetni dipolni
moment.

d/ =d—q=2pdV =£p2nr2 sin0dOdr
T 2n 2

mn=dLs:éipznﬂsnuxrgnefndedr:mpnf%nﬁededr
Y

Itegracijom po zapremini (lopta) koju naelektrisanja zauzimaju, dobija se
magnetni moment.
m= G)pnjr“drj sin’ 0d0 = i(?)pn o =14%%
15 5
0 0
Kao i do sada, u razmatranje se uvodi masa tela m, koja je (kao i

naelektrisanje) homogeno rasporedena. Iz poznatog izraza za moment
inercije se ponovo dobija isti izraz za ziromagnetni odnos.

Magnetni i ugaoni momenti rotirajucih naelektrisanja, v =¢q/2m,
Kruzni obru¢ Kruzna ploc¢a Suplja lopta Puna lopta
=14 =14 =44 i =g’
=~ 2 ~ =~ 2 ~ - 2 ~ - 2 -
L=""" 0% L=""" 0% L="" 0% L="" 0%

U Kklasi¢noj teoriji elektron se predstavlja loptastim oblikom. Ugaoni
moment elektrona poti¢e od dve rotacije. Rotacija elektrona oko jezgra
stvara orbitalni magnetni moment. Eksperimentalno je primeceno (Stern—
Gerlachev eksperiment) da svi elektroni u nehomogenom magnetnom
polju ne skre¢u podjednako. To je dovelo do zakljuka da osim orbitalnog
magnetnog momenta postoji jo§ neki magmetni moment. Taj magnetni
moment poti¢e od obrtanja (Eng. spin - zavrteti) elektrona oko sopstvene
ose. Oba magnetna momenta bi trebalo da su odredena istom formulom jer
je zZiromagnetni odnos isti. U toj formuli bi ugaoni moment bio ugaoni
moment spina, orbitalni ugaoni moment ili ukupni (vektorski zbir) ugaoni
moment. Medutim, eksperimenti su pokazali da je magnetni moment spina
dva puta veci od ocekivanog i klasi¢nu teoriju je bilo potrebno korigovati.

Kao faktor korekcije uveden je g -faktor, koji prema i =g —¢ 5
vrsti rotacije uzima vrednosti jedan ili dva. ‘ 2m,

Oba ugaona momenta i posledicno magnetna dipolna momenta su kvantne
veli¢ine i dalja razmatranja zalaze u oblast kvantne mehanike.
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11. Elektromagnetna ili Lorentzova sila

Ja¢ina struje je skalarni proizvod vektora gustine
struje 1 povrsine, a zapremina je skalarni proizvod
duzine i povrSine. Tako se dobija magnetna sila
koja deluje na naelektrisanja u kretanju koja su
zarobljena u zapremini. Gustina struje je direktno
proporcionalna srednjoj brzini kretanja nosilaca
naelektrisanja. Odatle sledi izraz za magnetnu silu
koja deluje na zapreminski rapodeljeno naelek-
trisanje u kretanju.

Odavde sledi konacni izraz za magnetnu silu koja
deluje na naelektrisanu Cesticu u kretanju.

U opstem slucaju na naelektrisanje pored magnetne
sile deluje i sila elektricnog porekla.

Elektromagnetna sila .
Izraz je poznat kao

F=qE + qVxB Lorentzova sila,
F, F, po nobelovcu
Hedrik Lorentzu

Elektri¢na sila  Magnetna sila

Medutim, Heaviside je modernu vektorsku notaciju
i analizu, koju je izumeo, primenio na Maxwellove
jednacine i viSe godine pre Lorentza, oko 1887.
godine, doSao do rezultata. Njemu dugujemo i
veliki broj naziva u elektrotehnici (impedansa,
permeabilnost, relukranca i drugo).

Prva proucavanja delovanja magnetnog polja na
naelektrisana tela i Cestice je izveo nobelovac J.J.
Thompson prilikom eksperimentisanja sa katodnim
zracima. Njegov izraz za silu je bio kvalitativno
tacan ali je davao dvostruko manju silu.

U to vreme za subatomske cestice se nije znalo.
Dok je eksperimentisao Thomson je 1897. godine
identifikovao subatomsku cesticu koju je Stoney
predvideo jos 1891. godine i koju je nazvao
elektron.

Magnetne sile ne vrse rad
na pomeranju naelektrisanja.

dF =1dl xB
1=JS

dv =Sdi

dF =JdV xB
J=pv

dF =pvdV xB

dd=F,dl =q(vxB)vdt=0
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12. Elektromagnetna sila i Hallov efekat

proti¢e elektricna struja i koji se nalazi u okolini
stalnog magneta deluje sila koja je nazvana
magnetna sila. To su prvi Ampéreovi eksperimenti. 7
Kasnije je istrazivanje proSireno na uzajamno I

Prvo je primefeno da na provodnik kroz koji FI

dejstvo dve elektrine struje (lekcija 30). v
Elektricna struja je kretanje nosilaca naelektrisanja, F
pa je o€igledno da je sila koja deluje na provodnik
samo integralni zapis sile koja deluje na svako

pojedinacno naelektrisanje.
F=gVxB
= F=pVvxB=JVxB=JSLxB

- F=]LxB
Kad se provodnik kre¢e u magnetnom polju sa
njim se krecu i slobodna naelektrisanja i na svako
od njih deluje magnetna sila. To dovodi do
nagomilavanja naelektrisanja na krajevima provod-
nika. Ova Cinjenica je zapravo osnova elektro-
magnetne indukcije (lekcija 77). Ova naelektrisanja
stvori¢e elektricno polje i elektricnu silu koja je
istog pravca ali suprotnog smera od magnetne sile.
Jednog trenutka nastupice ravnoteza.

Do potpuno iste pojave dolazi 1 kad kroz
nepokretan provodnik protice elektricna struja.
Pojava potencijalne razlike izmedu stranica koje
nisu ¢eone ni za struju ni za polje, je poznata kao
Hallov efekat.

U ravnoteznom stanju elektromagnetna sila na
nosioce naelektrisanja u metalnoj plocici dimenzija
xx yxz jejednaka nuli, odakle sledi da je
pop B LBy g

P Ng yz Ngy’

g

gde je N’ koncentracija nosilaca naelektrisanja.

Kad su nosioci naelektrisanja elektroni, njihova brzina je suprotnog smera
od pretpostavljenog, ali je i naelektrisanje suprotnog znaka pa je efekat
potpuno isti. Kad elektroni nisu potpuno slobodni, kao kod bivalentnih
metala, Hallov efekat nije moguce objasniti na ovaj nacin.
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13. Nalektrisana Cestica u homogenom magnetnom polju

Neka naelektrisana Cestica, ¢, u polje ule¢e brzinom, v, pod nekim
uglom, 6, u odnosu na pravac vektora magnetnog polja, B. Brzina ima
komponentu koja je normalna na pravac polja, v, =vsin0, i komponentu
koja je sa pravcem polja paralelna, v, =vcos0. Lorentzova sila deluje na
naelektrisanu Cesticu samo usled postojanja normalne komponente brzine
povijajuéi putanju u kruznicu polupreénika » . Medutim, usled postojanja
paralelne komponente brzine Cestica se uniformno krece u pravcu te
komponente. To znaci da se Cestica krece po kruznoj spiralnoj putanji.

Lorentzova sila je u ravnotezi sa centrifugalnom

silom, pa se odatle dobija poluprecnik spirale, my? —qv, B
a. Vreme T koje je potrebno da Cestica obide a

pun krug polupre¢nika a i da prede put d u oa d
pravcu paralelne komponente brzine je isto. I'=—=—
Tako se dobija korak spirale d . Vo Vp

m v

B B—* d a= —Esin 0
> .
p ., B q
0—» I = mvy
-, » a _\_ g :’ d =2n—— cos6
v > | q B
Ako naelektrisana Cestica u polje ule¢e paralelno sa pravcem magnetnog

polja, na nju magnetno polje nema nikakvo dejstvo i Cestica nastavlja da se
istom brzinom krece pravolinijski.

U specijalnom slucaju, kad Cestica uleti u stalno polje po uglom koji je
normalan na pravac polja 9 m/ 2 kretanje éestice se nastavlja po
tada postaje zarobljenik magnetnog polja. Vreme obilaska po kruznoj
putanji ne zavisi od brzine. Na jednom uspostavljenu kruznu putanju
moguce je uticati samo promenom jacine magnetnog polja.

_my o 98 g 2me o Lo 1450 o Yp

v
a=— = =
o ¢qB m v T 2n n2m T

U Zemljinom magnetnom polju u Srbiji je 7 =20uT i f =0.5MHz, pa
bi elektron za jedan sekund obiSao viSe od pola miliona punih krugova.
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14. Elektron u ukr§tenom elektromagnetnom polju

Pod uticajem elektricnog polja sa katode prema g=—=¢

anodi polazi elektron brzinom -
V=v,X+v,y+v.2 E=-EZ

koja je u pocetnom trenutku, jednaka nuli, tj. B=-B%

x=y=z=01iv,=v,=v,=02zat=0
Izmedu ravnih elektroda postoji homogeno F=-e(E+VxB)

magnetno polje koje je upravno na pravac

elektri¢nog polja, pa na elektron deluje elektro- =mad= mﬂ
magnetna sila odakle se dobija jednacina kretanja. dt
dv, dv
eBv.y—eBv z+eEz=m—2p+m—=:Z

- 7 e’ dt
Tako se dobijaju dve skalarne Yo o+ o+ o+
diferencijalne jednacine, d-

dv dv dz

—=ov, i —*=0—
dt dt

dv, E
a C\B ") 0=

u kojima je upotrebljena oznaka w=eB/m . Ova veli¢ina je dimenziono
ucestanost i naziva se frekvencija ciklotrona. Bez stranog elektricnog polja
Cestica bi sa tom u¢estanos$¢u obrtala po krugu (lekcija 13).

Nakon jedne integracije iz prve diferencijalne | Y»=®Z+GC
jednacine se dobija brzina Cestice u y -pravcu. Iz C, =0
pocetnih uslova se dobija i konstanta integracije.
. .. . 3 vV, =0z
Kad se dobijeno reSenje uvrsti u drugu diferen- Y
cijalnu jednacinu sledi jednacina kretanja Cestice u dz
pravcu z -ose. a7 Toz=02

Dobijena diferencijalna jednacdina je drugog reda sa konstantnim koefici-
jentima. Ova diferencijalna jednacCina reSava se Lagrangeecovim metodom
varijacije konstanti i sastoji se iz opSteg reSenja (reSenje homogene
diferencijalne jednacine) 1 partikularnog integrala (koji se dobija
varijacijom konstanti). Tako se dobija da je

. E
z=C,cosot+C,sinot +—
oB
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Konstante integracije C,=—FE/(wB) i C, =0 se dobijaju iz pocetnih
uslova. Ako se uvede oznaka a = E /(0wB), konacno je
z=a(l-cosot) [> v, =aosinot.
v,=wz=ao (l-coswt) [> y=a(ot-sinnt)

Jednacine kretanja po y i z pravcu su parametarske jednacine cikloide.

Eliminacijom trigonometrijskih funkcija iz jednacina kretanja se dobija
jednacina kruznice polupre¢nika @ ¢iji centar je u trenutku ¢ u tacki
0(0,amt,a) ikrece se brzinom v .

(y—a(;)t)2 +(z—a)* =d?

eB E E
O=—, a=—, V=0R=—
m oB B

Cestica koja se u svakom trenutku nalazi na kruznici globalno kretanje &ini
po pravcu koji je normalan na pravce oba polja.

Brzina elektrona prema anodi, osim u trenutku ¢ =0, je jednaka nuli kad je
ot =27. Sli¢no (ot = 1) se dobija i najvece udaljenje elektrona od katode.

Ako je rastojanje izmedu elektroda, d, vece od

Zoax = Zer =2a maksimalnog rastojanja, d > z.,., koje elektron
moze da dostigne, ni jedan elektron ne¢e dospeti
. do anode i kroz diodni sistem nece proticati
U, = o B*d? konvekciona struja.
m

U suprotnom slucaju, d <z, , svi elektroni
_[2mU dospevaju do anode i formiraju konvekcionu

B. = od? struju koja u tom slucaju ima i najvecu jacinu.

Dakle, struja ili ne protice ili protic¢e kroz diodu.

Iz grani¢nog (kriti¢nog) slucaja (d =z,,,., U.=Ed ) dobijaju se kriticne

vrednosti za meduelektrodni napon, U, , i ja¢inu magnetnog polja, B, .

c»
Kontrolom napona i/ili ja¢ine magnetnog polja uspostavlja se prekidacki
rezim koji je osnova za mnoge primene u elektronici i elektrotehnici
uopste.

J.J. Thompson je 1897. godine merio odnos naelektrisanja i mase katodnih
zraka (ustvari snopa elektrona). Prvo je pustao zrake kroz ukrSteno
elektricno i magnetno polje i podesavao jacinu elektricnog polja dok
skretanje zraka nije bilo jednako nuli. Zatim je iskljucio elektri¢no polje i
merio poluprecnik skretanja zraka. Tako se rodio elektron.
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15. Thompsonov eksperiment i maseni spektrometar

Elektroni emitovani sa katode dobijaju ubrzanje prema anodi koja se nalazi
na potencijalu U . Povecanje kineticke energije elektrona jednako je
uloZenom (negativnom) radu, pa se odatle odreduje brzina elektrona nakon
prolaza kroz reSetkastu anodu.

2
m_ ety D> ve 2ey R
m 1N ®p
Elektron ¢e nastaviti da se krece TR F oL
pravolinijski kroz ukrsteno elektro- o bbb E RPN
magnetno polje ako su elektri¢na i 1 —e 7
magnetna sila u ravnotezi. : i " l B
-eE=-evB > y=L£ U - — — = =
B
Kombinovanjem dva izraza za brzinu dobija se odnos e 1 (EY
naelektrisanja i mase elektrona. Upravo je to bio prvi P = E(E]

deo Thompsonovog eksperimenta.

U drugom delu eksperimenta naelektrisana Cestica (pozitivni jon) prvo
prolazi kroz separator brzina. Drugim re¢ima, na prvom delu putanje jaCine
elektri¢cnog 1 magnetnog polja su tako podeSene da cestica ima
pravolinijsku putanju i brzinu v=E/B. Na drugom delu puta nema elek-
tricnog polja, a magnetno polje B, ne menja brzinu Cestice (ne vrsi rad)
ve¢ samo povija njenu putanju u kruznu liniju polupreénika a .

2
mv aqB
v + + + + N
Posto iz separatora Cestica izlazi sa - F ® B }/f'
. . . v m
poznatom brzinom, sledi da je - e
+ I - iy
aq BB 1 Fe lE B,
m=—_ —_—
E e

Merenjem poluprecnika skretanja ¢estice moguce je odrediti njenu masu i
to je osnova masene spektrometrije. Medutim, poceci masene spektro-
skopije se vezuju za proucavanje izotopa. Prva otkri¢a te vrste su izotopi
neona. Lawrence je 1939. godine primio Nobelovu nagradu za otkrice
cyclotrona, a ve¢ 1942. godine, u okviru projekta Manhattan, je za
separaciju izotopa uranijuma upotrebljen njegov maseni spektrometar
Calutron. Direktor podprojekta Trinity (testiranje prve nuklearne
eksplozije) je bio Kenneth Bainbridge koji je i tvorac spektrometra ¢iji je
princip rada ovde prikazan.
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16. Fluks vektora magnetnog polja

Fluks (Lat. fluxus - te¢i) je protok fizicke veli¢ine u
jedinici vremena. Matematicki, fluks je povrSinski

® = [ BdS
integral vektorskog polja. 5

Fluks vektora magnetnog polja ili magnetni fluks, kroz povrSinu S koja se
oslanja na konturu C, je definisan na isti nacin, pa je odatle magnetno
polje (indukcija) isto Sto i gustina magnetnog fluksa. Tako je inace
definisan fluks bilo koje druge vektorske veli¢ine, na primer, v, E,ili D.
Za razliku od flukseva koje stvaraju druge vektorske veli¢ine, magnetnom
fluksu je pridruzena posebna jedinica. Pre uvodenja internacionalnog
sistema jedinica, SI, jedinica za magnetni fluks je bila maksvel, za
oznakom Mx .

[vs]=m®/s [ES]=Vm [Ds]=c [BS |= Wb

Jedinica za magnetni fluks je veber, sa oznakom
Wb, po nemackom fizicaru i pronalazacu Weberu

2
Wh=Tm? = NI _ s kem”
A As

IMx=1Gs-cm?> =10 Wb

Pomoc¢u magnetnog fluksa je neke zakone elektromagnetizma moguce
jednostavno matematicki formulisati, ali to je i veli¢ina koju je moguce
direktno meriti uredajem koji je nazvan fluksmetar (lekcija 82).

17. Zakon o konzervaciji magnetnog fluksa

Fluks vektora magnetnog polja kroz zatvorenu povrsinu je jednak nuli.
Fluksevi kroz sve povrsSine koje se oslanjaju na istu konturu su jednaki.

Gaussov zakon za magnetno polje je ¢etvrta Maxwellova jedna¢ina

Magnetno polje
® polje je bezizvorno
e linije polja su neprekidne
e polje je solenoidno E §Ed§ =ql¢,
e magnetni monopoli ne postoje S

B §Ed§=6 divB=0
S

divE =p/s,

Ovaj zakon je izveden na osnovu velikog broja eksperimenata. Ako
magnetni monopoli ikad budu otkriveni i ovaj zakon ¢e biti promenjen.
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18. Magnetne sile ne vrSe rad?

Pravougaona strujna konrura, mase m,, opticana

je stalnom strujom / . Kontura slobodno visi tako
da se samo deo povrSine nalazi u homogenom
magnetnom polju B. Magnetne sile koje deluju
na vertikalne stranice konture se medusobno
ponistavaju.

Pri odredenoj jadini struje, magnetna sila koja | £, =G

deluje na horizontalnu stranicu, duzine L koja se = [BL = mg
nalazi u polju, je u ravnotezi sa gravitacionom
silom. To znac¢i da kontura lebdi. = | =mg /(BL)

Ako se sada jacina struje poveca, ravnoteZa se narusava i kontura pocinje
da se podize. Znaci da se rad vr$i. Medutim, znamo da magnetne sile ne
vrse rad na pomeranju naelektrisanja (lekcija 11).

Kad kontura po¢ne da se podize, naelektrisanja u
provodniku se vise ne krecu horizontalno, veé
njihova brzina dobija vertikalnu komponentu koja
prati podizanje provodnika. Magnetna sila koja je
uvek normalna na pravac kretanja naelektrisanja
sada dobija horizontalnu komponentu. I dalje ova
sila ne vrsi rad, a kontura se pomera?

Vertikalna komponenta magnetne sile se nije F, =ILB
promenila jer se nije promenila ni jacina struje u

stranici na koju sila deluje. Ova sila sada ima i qv, =1L
horizontalnu komponetu koja je suprotnog smera F,=qv,B
od smera kretanja naelektrisanja, te se protivi

njihovom kretanju. Znak naelektrisanja je nebitan. Fi=qv,B

Kako ¢e biti pokazano u kasnijim izlaganjima magnetno polje se uvek
protivi promenama. Ipak, tok naelektrisanja ostaje nepromenjen tj. jacina
struje je stalna. Za savladavanje novonastalog otpora izvor elektri¢ne struje
mora da dodatnu energiju pretvori u rad. Naelektrisanja u horizontalnoj
stranici konture, koja je pod dejstvom vertikalne sile, su izvrsila rad
presavsi put duzine L dok se jednovremeno kontura podigla za neko
rastojanje /.

A=FL=(qv,B)L=(qv,)B1)=(qv,) B(v,0) = ILBh
To je rad za koji bi, bez prethodne analize, bilo optuzeno magnetno polje.

Rad je izvrSen i ovde se ne postavlja pitanje da li se pri pomeranju konture
vrsi rad, ve¢ ko je davalac energije.
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Ako magnetno polje ne vrsi rad koja je onda svrha postojanja tog polja? U
razmatranom primeru magnetno polje preusmerava horizontalnu silu, koja
zapravo potice od elektricnog polja, u vertikalno kretanje strujne konture.
Kad strujna kontura bude cela uvucena u magnetno polje ukupna magnetna
sila bi¢e jednaka nuli. U magnetnom polju strujne konture se okrecu tako
da propuste najvec¢i fluks kroz svoju povrSinu i na taj nacin dolaze u
polozaj u kome je potencijalna energija minimalna. Magnetno polje vodi
naelektrisane Cestice po tatno odredenim putanjama ne menjajuéi im
brzinu.

Medutim, problem moze da se postavi i na slede¢i nac¢in. Ako magnetno
polje ne vrsi rad, onda nema ni energiju, jer energija je sposobnost sistema
da vrsi rad. I pored toga Sto ovo razmatranje izgleda savrSeno tacno, teSko
je u to verovati. Sa druge strane, postoje primeri (nehomogena polja) u
kojima nije moguce dokazati da magnetno polje ne vrsi rad.

Do istog rezultata za rad, iz razmatranog primera, se dolazi i ako se
magnetno polje proglasi za vrSioca rada. Tako bi moglo da se kaze: Pod
uticajem elektromagnetne sile strujna kontura se pomeri bez uticaja nekih
drugih sila. U ovakvo razmatranje (i pored toga §to je pogres$no) je mnogo
lakSe poverovati. Pri tom translatornom pomeranju elementa konture d/ za
elementarni pomeraj d/ izvrsi se elementarni rad,

dA=Fdh=1(dl xB)dh =1B(dhxdl)=1BdS =1d® .

Posto je struja kroz konturu konstantna elementarni rad je direktno
srazmeran prirastaju fluksa.

Za bolje razumevanje ovog problema mozda moze
da posluzi analogija sa telom na strmoj ravni. Na
telo deluju samo dve sile. Sila tezine G i sila N
koja je reakcija na normalnu komponentu sile
tezine. Rezultanta sila je tangencijana na ravan t;.
ima pravac kojim ¢e telo skliznuti niz ravan.

Da bi telo bilo u ravnotezi ili da bi se povuklo uz strmu ravan potrebno je
upotrebiti aktivnu silu F, koja moze bude i samo horizontalna. Sila N ne

vrsi nikakav rad jer je normalna na pravac putanje. Medutim, ova sila ima
vertikalnu komponentu V  koja ustvari podize telo i omogucava
horizontalnoj aktivnoj sili da telo pomera uz strmu ravan. Horizontalna
komponenta sile N je usmerena unazad i nju treba savladati gurajuéi telo
unapred. Oc¢igledno, da horziontalna aktivna sila ne podize telo. U ovom
slucaju vertikalna komponenta sile reakcije ima pasivnu ali presudnu
ulogu, kao i magnetno polje u prethodno razmatranom primeru.
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19. Ampéreov zakon

Ampereov zakon daje relaciju izmedu magnetnog polja i struja koje to
polje proizvode, a rezultat je istrazivanja iz 1826. godine.

Cirkulacija vektora magnetnog polija B po
proizvoljnoj zatvorenoj konturi C je srazmerna
algebarskom zbiru jacina struja koje prolaze kroz
proizviljnu povrsinu S koja je ograniena
konturom C . Konstanta proporcionalnosti p, je

permeabilnost vakuuma ili magnetna konstanta.

Vrednost ove konstante je izraCunata, a ne -
ekspirimentalno odredena. Od vremena prvih ffB i = “Ozl
Ampereovih eksperimenata sa dva paralelna pro- 9

vodnika (lekcija 30) do danas, konstanta je viSe . qa
puta menjala vrednost. U duzem periodu, sve do §;Bdl =Wy J. JdS
1948. godine, konstanta je imala Cak tri razlicite C S

vrednosti istovremeno. Vakuum i permeabilnost

(Nlat: Permeabilitas - propustljivost) su termini _Tm Wb
koji imaju fizicka znacenja, pa se zbog nacina na (o] " A  Am
koji je ova konstanta odredena radije upotrebljava

termin magnetna konstanta. Jedinica za konstantu o =41107 H

sledi iz Ampéreovog zakona, ali se u praksi

upotrebljava jedinica: henri po metru (lekcija 88).

Primenom Stokesove teoreme se dobija lokalni ili totB = Hoj
diferencijalni oblik Ampereovog zakona.

Lako se provera da je Ampéreov zakon tatan za sve magnetostaticke
probleme. Medutim, u opStem slucaju postoje dve nesaglasenosti. Prva u
vezi sa jednac¢inom kontinuiteta, a druga u vezi sa prostiranjem elektro-
magnetnih promena.

Divergencija rotora je nula Dobija se Treba da bude
1 div(rot B) = podiv/ =0 > divJ =0 divJ = —%

U slobodnom prostoru nema struja Dobija se Treba da bude
2 =0 D> w0 rotB=sgm S

Maxwell je 1861. godine, uvodeci struju pomeraja (lekcija 109), zakonu
dao savrSen oblik. U okvirima statickih polja, kad su izvodi po vremenu
jednaki nuli, osnovni zapis Ampéreovog zakona je potpuno ta¢an. Odavde
potice i pitanje: Da li magnetno polje konzervativno?
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20. Polje magnetne sile nije konzervativno?

Sile koje imaju osobinu da je rad na pomeranju mase izmedu dve tacke
nezavisan od putanje koja te tacke spaja su konzervativne sile. Posledi¢no,
rad konzervativnih sila po zatvorenoj putanji je jednak nuli. Konzervativna
sila zavisi samo od polozaja objekta u prostoru i tada je svakoj tacki u
prostoru moguce dodeliti potencijal (potencijalna energija). Gravitaciona i
elektrostaticka sila (Sveska I) su konzervativne sile. Mehanicka energija je
zbir energije polozaja (potencijalna) i energije kretanja (kineticka). U
sistemu u kome deluju samo konzervativne sile, mehanicka energija je
konstantna. To je princip konzervacije (ocuvanja) mehanicke energije. U
elastiénim sudarima mehanicka energija je ofuvana. U neelasti¢nim
sudarima deo mehanicke energije se pretvara u toplotu, ali je ukupna
energija oCuvana. To je princip oCuvanja (ukupne) energije. Polje sile je
vektorsko polje bezkontaktnih sila. Sve cetiri poznate sile interakcije
(gravitaciona, elektromagnetna, jaka nuklearna i slaba nuklearna) su

bezkontaktne sile. Polje sile F je kozervativno vektorsko polje ako je
zadovoljen bar jedan od Cetiri ekvivalentna uslova (Sveska I).

Po definiciji konzervativnosti, rad sila polja § Fdl =0
po zatvorenoj putanji je jednak nuli. Sledi da 1

rad ne zavisi od izbora putanje. 1z Stokesove ¢
teoreme se dobija lokalni oblik ovog uslova.

Odavde sledi da je konzervativno polje i 2 rotF =0
bezvrtlozno polje. Rotor gradijenta je uvek
jednak nuli. Iz teoreme o gradijentu sledi da 3 F= —gradg

je ovu silu moguce izraziti kao negativan
gradijent skalarne funkcije. Integral po .-
proizvoljnoj putanji je integral totalnog 4 jF dl =(4) - o(B)
diferencijala uvedene skalarne funkcije. 4B

Mnoge sile ne ¢ine polje sile (kao na primer sila trenja). U tim slu¢ajevima
gornji uslovi nisu matematicki ekvivalentni.

e Magnetna sila koja deluje na naelektrisanu Cesticu u kretanju zavisi i od
polozaja i od brzine Cestice - dakle, nije konzervativna.

e Magnetna sila zadovoljava uslov da je rad sila po zatvorenoj putanji
jednak nuli (jer je sila uvek normalna na putanju) - dakle, konzervativna je.
e Magnetnu silu nije moguce izraziti kao degradijent neke skalarne
funkcije, a njen rotor nije definisan - dakle, nije konzervativna.

U literaturi ne postoji jedinstven stav o konzervativnosti magnetne sile. Na
osnovu svega §to je ovde izneto, moze se nedvosmisleno zakljuciti:

| Magnetna sila nije konzervativna.
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21. Biot-Savartov zakon

Ponavljaju¢i Oerstedove eksperimente, Biot i Savart su jo§ 1820. godine
otkrili vezu izmedu jaine stacionarne struje i magnetnog polja.

Ja¢ina magnetnog polja je
proporcionalna jacini struje u
pravom provodniku i obrnuto je
proporcionalna rastojanju od ose.

1
B=k—.
r

Medutim, istorijski izvori su prilicno neodredeni u pogledu otkri¢a ovog
zakona i najceS¢e se nalazi da je zakon formulisan na osnovu izraza za
elektri¢no polje koje stvara tackasto naelektrisanje.

Elektri¢no polje Analogija Magnetno polje
g'dl Ono $to je tackasto naelektrisanje u I d ]
dE =k,~—— | elektrostatici to je strujni elementu | dB =k, —
r magnetizmu. r’
' U elektrostatici i magnetizmu
dE = 1 L qdl konstante sredine su uvek na dp="4e [(211
T T razli¢itim stranama razlomka. an r

Strujni element ima pravac i smer.

Idl =JSdl =JdV =pvdV =dgv, ili Idiz%dfquﬁ

<4 Mirovanje
Tackasto naelektrisanje
Kretanje P

dg 7 = Mydg VX7
o 45 < Hoda VX7

dE =
An  p?

dme, r

Eksperimentalno su utvrdeni i pravac i smer polja, i
kad se to uzme u obzir sledi izraz za koji se tvrdi da
je Biot-Savartov zakon.

dézﬁldizxf
4 r

Matematicki zapis zakona (lekcija 43) nastao je nakon zavrSenih
istrazivanja. Dva naucnika su proucavala pomeranje magnetne igle
kompasa u blizini veoma dugog pravolinijskog provodnika.
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Linije polja vektora magnetnog polja su koncentri¢ni krugovi ¢iji centri
pripadaju osi provodnika. Vektor magnetnog polja je u svakoj tacki
tangenta na liniju polja. Pravac magnetnog polja je normalan na ravan
kojoj pripadaju osa provodnika i tacka u kojoj se polje odreduje, a smer se
odreduje po pravilu desne zavojnice ili pravila desne ruke.

Kroz prav i beskonacno dug provodnik
protice stalna struja jac¢ine /. Provodnik

je orijentisan u smeru z -0se, Idl =1dz.
1z geometrijskog odnosa sledi da je

R=+r*+z%, sin@=r/R.

Primena iskazanog zakona na ovaj slucaj daje

400

~_h1d2x1§ dBZ&IsinGdZ BZHOIV dz
a5= 4 R? > 4n R > 4n '[o (r2+2%)%?
Kad se integral reS§i smenom z=rtans dobija se @ Mo 1
formula po kojoj je Biot-Savartov zakon poznat. 2nr

Do istog rezultata, i to znatno jednostavnije, se dolazi i @
primenom integralnog oblika Ampéreovog zakona.

§§di=p0jjd§ > B§d1=u01 > Bum=p, oMol
C S c 21 r

Oba zakona dovode do istog rezultata. Tac¢nije, radi se o jednom istom
zakonu. Kad se krene obrnutim redosledom tj. kad se potrazi cirkulacija
vektora magnetnog polja i zameni izraz koji je dobijen primenom Biot-
Savartov zakona, dobija se Ampéreov zakon.

fBAl =Bfa —Boam=o Lo .
C C

e Tackasto naelektrisanje koje se krece, stvara i
elektricno i magnetno polje. Jacine tih polja su
najveée kad je vektor koji spaja naelektrisanje i
polozaj tacke u kojoj se polja racunaju normalan na
pravac kretanja. Pravci elektriénog i magnetnog polja
su medusobno normalni, a odnos najveéih jacina je

B MogqVv dregyr’ v o= 1

=&V =—7> >
E... 4w’ ¢ c? v €0l

gde je ¢ brzina svetlosti u vakuumu (lekcija 108 i Sveska V).
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e JaCine polja je zbog razlicitih jedinica teSko

porediti. Neka se u tacki gde su polja racunata nalazi 5 ‘lg
jos$ jedno naelektrusanje istog znaka. Neka se, zbog F
jednostavnosti u razmatranju, to naelektrisanje krece o
paralelno prvom naelektrisanju i to istom brzinom. . —F,

Na naelektrisanja deluju sile elektri¢nog i magnetnog v _lq
porekla, a njihova razlika je - F,

2
F=F —F =F|1-tn|_-p|1-Bod¥|_p|y Y|
F'e quax c

Magnetno privlacenje bice jednako elektrostatiCkom odbijanju jedino ako
se Cestice kre¢u brzinom svetlosti.

e Ako se oko naelektrisane Cestice u kretanju ili oko strujnog elementa
opise zamisljena povrsina S oblika valjka tada je fluks vektora magnetnog
polja kroz tu povrSinu jednak nuli jer su u svakoj tacki vekori povrSine i
polja medusobno normalni.

® =iz§d§ :i—ii%(dfxf)@ =0

Ovo je samo dokaz zakona o konzervaciji magnetnog fluksa u ovom
specijalnom slucaju.

® [z Biot-Savart zakona sledi da Poreklo B [ T ]
magnetno polje jadine B=1T |Ljudski mozak 107"
na I'aStO]al’l]u Od = lm Od 0se Zemljino magnetno polje 10*5
prox-/od.m}fa proizvodi  stalna Krajevi stalnog magneta 10-!
struja jacine [=5MA. Tesla,

Unutrasnjosti stalnog magneta 10°

kao 1 farad, je prevelika
jedinica. U elektrotehnici se |Akceleratori za ubrzanje Sestica| 10!

koriste veli¢ine manjeg reda. Neutronske zvezde 10°
e Slicno Gaussovom zakonu (u elektrostatici) § Bdl =B it; dl
Ampeéreov zakon je potpuno tacan (za stalne struje)

ali nije uvek od velike koristi. Samo u slucajevima ¢ ¢
kad geometrija problema dozvoljava da se magnetno A
polje izvuce ispred znaka integrala, Ampéreov zakon - strujne niti

je najelegantniji metod za reSavanje problema. Kad - strujni plastovi
to nije moguce, treba se vratiti uvek upotrebljivom - solenoidi
Biot-Savartovom zakonu. - torusi




42 Dejan M. Petkovié

22. Ampere i Biot-Savart

Neka sredina kroz koju proti¢u nosioci naelektrisanja ima istu magnetnu
permeabilnost kao i okolna sredina. Ova pretpostavka je sasvim opravdana.
Taj uslov ispunjava snop elektrona u vakuumu i veéina materijala koji su
provodnici elektrine struje.

Eksperimentom izveden Biot-Savartov

zakon ni¢im ne dopusta da bude ——, r<a
primenjen za izraCunavanje magnetnog J=JaTm
polja u unutrasnjosti provodnika, r<a. 0, r>a

Medutim, takvu mogucnost pruza
Ampereov zakon.

Kroz provodnik kruznog popreé¢nog § Bdl = “OJ. JdS§

preseka polupreénika a protice struja Y 8

gustine J . Vektori B i dl,iJ idS su /

kolinearni. B§dl =p,——|dS
C am N

Kad se Ampéreov zakon primeni na
kruznu konturu ¢iji je poluprecnik veci od om g
polupreénika provodnika, » > a, dobija se B2rm=p, % j do J' rdr
izraz za Biot-Savartov zakon. amy

Medutim, kruZznom konturom ¢iji je polu-
pre¢nik manji od poluprecnika provod-
nika » <a nije obuhvadena ukupna jacina

struje.
2
HL -1, r<a // N
net | 2nr\a .

byl
2nr

2n r
BZrnzuO%J’dGJ‘rdr
amsy

s rza

Treba primetiti da ja¢inu magnetnog polja

u unutrasnjosti provodnika nije moguce T
eksperimentalno potvrditi. Na povrSini 2na

diskontinuiteta » =a magnetno polje je

neprekidna funkcija. r=a >

- net, r<a
rotB:li(rBe)=[lB+a—Bj2=“—°]= .
ror r

2 _
or am 0,
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23. Magnetno polje koaksijalnog voda

Koaksijalni vod kruznog poprecnog preseka se
sastoji od unutrasnjeg provodnika poluprecnika

a 1 spoljas$njeg provodnika oblika cevi ¢iji su

unutrasnji i spoljasnji poluprecnici su b i c, _1)
respektivno. Kroz provodnike protiCu u

suprotnim smerovima uniformno raspodeljenje

jednosmerne struje ¢ije su gustine J, 1 J;.

Zbog cilindricne simetrije problema magnetno J =1la’n

polje ima samo ugaonu komponentu B = B,(r)

_ 2 2
koja ne zavisi od 0 i z koordinata. Jy=1/(c”=b")n

U svim tatkama prostora magnetno polje je odredeno Ampéreovim
zakonom u diferencijalnom obliku, rotB = uoj , 1 grani¢nim uslovima.

Forb oz K, =u,J,, 0<r<a

-~ 1|10 o0 0 - 1o K,=0 as<r<b
rotB=—— — —|=u,J — 2 (rB)={ D27

rior 00 0Oz Ho [> r@r( ) K, =—p,J;, b<r<c

B, rBy, B, K, =0, c<r<w

Problem se svodi na reSavanje cCetiri linearne diferencijalne jednacine
prvog reda od kojih svaka odgovara po jednom domenu prostora. Sve
diferencijalne jednacine i njihova resenja su formalno istog oblika,

r%+B,-=K,-r > B-ZlKl-’”+C,-l’ i=14,
dr 2

! r
gde su C,; konstante integracije koje treba odrediti iz uslova da je magnetno
polje neprekidna i ograni¢ena funkcija.

2
B,(0)=0 > ¢ =0 > B]_“_o’(ij

1 I
B(a)=B,(a) [> c2:5u0J1a2 > B,=to

1 I 2.2
B,(b)=B;(b) [> C3:EH0("2J1+[72J3) > Bs_uLc :
Bi(e)=By(c) [> C,=0 > B,=0

e Do istog rezultata se, znatno jednostavnije, dolazi i primenom
Ampereovog zakona u integralnom obliku.
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Za primenu Ampéreovog zakona u integralnom
obliku potrebno je zamisliti Cetiri konture za cCetiri
domena u kojima je potrebno odrediti magnetno
polje. U svim slucajevima cirkulacija vektora
magnetnog polja je ista (leva strana izraza) dok se
algebarski zbir, tom konturom obuhvacenih, struja
menja (desna strana izraza).

§BA =, [TdS = Bfdi=p,[sdS = B2m=p,y JS,
C N C S

Tako se dobija rezultat koji je identiCan onom koji se dobija primenom
ovog zakona u diferencijalnom obliku.

2 2
0<r<a, B2rn=p,J,S =u01¥=u01(1]
am a

2
a T

as<r<b, B2rn=pyJS,=nl ——=n,l
am

2 2 g2 22

ant (r-b)m c-r

b<r<c, B2rn=py(J,\S, —J3S;)=nl - =uyl 5——
o (/1S) = J383) =1 (azn (cz—bz)nj 00 2 2

2 2 2
ant (¢c"—c)n
<r<ow, B2ri=p,(JS;—J538,) =l - =0
csr Ho(JiS1 = J384) = 1o (azn (cz—bz)n]

24. Magnetno polje solenoida i torusa

Ampéreova kontura oblika pravougaonika ima par
stranica duzine L koje su paralelne sa vektorom
magnetnog polja. Ako se kontura postavi tako da
obuhvata vise celih navojaka, algebarski zbir jacina '

>
s
T

T
4——‘/ "
~
Pl

struja bice jednak nuli. Kad jedna od stranica J IJ v
prolazi kroz solenoid ukupna obuhvaéena jaCina i S ———1
struje je proizvod jacine struje kroz solenoid i broja ce © © E
zavojaka. =

i?édi = BL=pNI =p,>I

Solenoid moze da bude povijen, najéesée po krugu,
i tada se dobija torusni namotaj (lekcija 73).
Zamisljena strujna kontura sada moze da bude
oblika kruznog sektora. Dobija se isti retultat, samo
$to je duzina linije sada duzina luka, L =70.
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25. Magnetno polje u ekscentri¢noj Supljini

U metalnom cilindru polupre¢nika # y
nalazi se cilindri¢na Supljina polu-
precnika r,. Rastojanje osa cilindara ~
je d. Po principu linearne super-
pozicije, magnetno polje u Supljini je
jednako vektorskom zbiru polja koje | M(x,)
bi nezavisno poticale od struja | N 3
suprotnih smerova u oba cilindra kad
bi ovi bili poptpuno puni. 0, d o, X

A\

U tacki koja pripada Supljini magnetna polja su

=1 - = 1 -
BIZEMOJFI’ Bzzzlvlo*]”za

Bl =-Bsin(i.0) k=T noJ 5. By =Bysin(, )i = ) £,

=~ oA X . —~ A n x—d
Bly =Bl COS(VI,X)yZEMOJy, B2y =_B2 COS(I"Z,X))/:—

Mot V.

Rezultantno magnetno polje u Supljini je homogeno i ima samo
komponentu normalnu na rastojanje izmedu osa.

- = - I | d
B=B, +B, cos(#,,X)y=—Nn,J y=————
2y 2y (5, X)y > Ko ¥ 27t(r22 _’”12)

Hol V.

26. Magnetno polje strujnog plasta

Struja konstantne gustine J, teCe po ravni ¢ineci

strujni plast. Primenom Ampéreovog zakona na
pravougaonu konturu zanemarljive Sirine i duzine
L se dobija izraz koji je savrSena analogija sa
elektricnim poljem naelektrisane ravni.

§Bdl = 2BL=pJL =n,[JdS,
C N

Magnetostati¢ko polje B Elektrostati¢ko polje E
jedan plast dva plasta jedna ravan dve ravni
1 1 1
B=— B=p,J E=—o E=—
7 MOJS Mo s 280 n 80 n
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27. Magnetno polje prave strujne niti - 1

Provodnik kroz koji protice struja jacine /, a Cija je duzina znatno veca od
dimenzija poprecnog preseka je strujna nit.

Magnetno polje na rastojanju » od prave M (x,)
strujne niti (konacne duzine) moze da se
dobije iz Biot-Savartovog zakona pomoc¢u
elementarnih geometrijskih odnosa.

r

ds =RdO, sinezg, sin®=—
d/ R

= MU Idixl% ) I .
dB =*+o > dB=-———sin0d/

4t R? 4m R
dezsmﬁdl’l:smﬁ > dB:ﬁisinGdB
R R r 4 r
1'% I
B:ﬁ—jsmede > | B=Y%(cos6, —cosb,)
47tre Y174

e Alternativni izraz se dobija ako se @ 9 0,
koriste uglovi iz kojih se nit vidi. 9, 0,

sin9, =—cos0,, sin9, =—cos0, [> Bzu—ol(sin{}2 —sin 9,)
r

e Kad je tacka M u kojoj se odreduje polje na osi [D
strujne niti, 0, =0, , magnetno polje je jednako nuli. B=0

e Za neogranicenu strujnu nit granice integracije I
postaju 6, =0 i 6, =m, pa se tako dobija poznati [D p=tel
izraz za Biot-Savartov zakon.

e Kad se polje raCuna u tackama na simetrali
strujne niti uglovi integracije postaju

0, =n—-06,. 8, =(n—-P)/2, 6,=(n+Pp)/2,

gde je B ugao pod kojim se strujna nit vidi.

Ako je b duzina jednog od potega koji spaja krajnje tacke strujne niti sa
taCkom M tada iz geometrijskih odnosa sledi da je

r=bsin61=bcosE, > p=tol 0B
2 2nb 2
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28. Magnetno polje prave strujne niti - 2

Neka je strujna nit duzine L. Na
rastojanju a od pocetka duzi O je tacka
M u kojoj je potrebno odrediti jacinu
magnetnog polja. Poteg OM 1 duz grade
ugao o . Na osnovu oznaka sa slike je

r=asino i Xx=acosad.
Na osnovu prethodno izvedenog izraza neposredno se dobija

I 1 L
5 Mo | +acosa —cosa |
47a sina \/L2+a2+2aLcosoc

e Za a.=m/2 poteg OM je normala na EI\/ B:M_OI L
strujnu duz. Tadajei a=r. dnr 12 4 2

e Za a.=0 tacka M je na osi duZi. E’) B=0
e Kad je L ili L duz t

ad je L>>a ili L — oo duZz prerasta E,) Bzuoltn—
u polupravu. dra = 2

eKadje L>>aili Lowia=n/2 p p=bl

Dve poluprave sa zajednickim pocetkom
u tacki O grade ugao 2a . Tatke M, i

M, se nalaze na simetrali ugla, centralno

simetricno u odnosu na tacku O, 1 na
jednakim rastojanjima, a .

Ja¢ina magnetnog polja u datim tackma je jednaka zbiru jacina polja koje
potic¢u od dve poluprave od kojih svaka stvara polje iste jaCine, pravca i
smera.

Tacka M, [:\) 5 Lol 1+cosa uol cot

0,=0,0,=n-a / 4ma sina 2ma 2
Tacka M, [:\} B -2 pol 1—cosa uolt an

0,=0,0,=a g > T4ng sina 2ma 2

e Kad je a=n/2 dve poluprave
daju jednu pravu, pa se dobija dobro ﬁ) B=B =B, =
poznat izraz za Biot-Savartov zakon.

ol
2ma



48 Dejan M. Petkovié

29. Magnetna sila izmedu dva strujna elementa

Kroz dva medusobno normalna strujna
elementa protiCu struje  koje stvaraju
magnetno polje tako da provodnici deluju
jedan na drugi odgovaraju¢im magnetnim
silama. Magnetno polje jednog elementa
raCuna se na mestu drugog.

Mol dx g 56
df = Mo 1dI xR | bodn &P
4t R’ - o, dy . . p,dy
dB, =F0t2 = 5o 2 0-2 5
P 4n xzy 4n x?

A

Odavde sledi da osnovni zakoni Ry =- 1%123 dﬁlz ¢_dﬁ21
magnetizma nisu u skladu sa sa

tre¢im .Z.Vevi}tm?ovml Zakolrior.n avkcue dl: x( dl; y 1321) . dl: y (dl; y Iélz)
i reakcije, $to je matematicki tacno.

Ova protivrec¢nost ne postoji kad su z - R
strujni elementi paralelni. = dB
J p dF, 7 2 ty
dB, = —M%fc , dB, = —“0—[2%2 x dFy,
4y 4y Ldz | Idz

Sile medusobnog dejstva su po intenzitetu jednake i imaju odbojni karakter
ako su struje suprotnih smerova (kao na slici) i imace privlacni karakter
ako su struje istih smerova,
2 2

~ Wl l, dz7 ~ ol l, dz° . =
dFlzzﬁ_zJ’a dFZ]:_M_zy' dFy, =—dF, .

4n  y 4n  y
Medutim, fizicki smisao treba traziti samo
kod fizicki realnih problema. Izolavani strujni
element ne moze da postoji samostalno i uvek
je deo neke zatvorene strujne konture.

= _ Mol leXklz 7 T I =)
B = . By =1 §dl,xB =
T an ;f R 21 2§ 2 X By

Razultantne magnetne sile se povinuju svim poznatim fizickim zakonima.
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30. Magnetno polje i sile dve paralelne strujne niti

Opstu formulu za magnetnu silu izmedu dva strujna elementa, koja je spoj
Biot-Savartovog zakona i1 Lorentzove sile u jednu formulu, izveo je
Maxwell slede¢i Ampéereove originalne zapise.

Za ukupnu silu izmedu strujnih niti izraz - 7 5
treba integraliti po obe duzine. Tada se d’F = Mol fy dhy x(dzll xR)
sila racuna po jedinici duzine niti. 4n R

Dve strujne niti koje su geometrijski paralelne, u elektrimagnetnom smislu
su paralelene ako kroz njih proti¢u struje jednakih jacina i isih smerova.
Ako su struje suprotnih smerova strujne niti su antiparalelne. Drugi slucaj
predstavlja klasi¢an dvozi¢ni vod za snabdevanje potrosaca elektricnom
energijom. Neka su strujne niti jednakih kona¢nih duzina L.

e Koordinatni po¢etak Descartesovog koordinatnog sistema je na sredini
rastojanja dve niti, d =2a, koje koincidira sa y-osom. Struje teku u
pravcu x-ose. Kod antiparalelnih strujnih niti magnetno polje u ravni
simetrije ¥ =0 ima samo z -komponentu.

:_u_olsinGA - :u_olcose2
by 2n R Y on R

:p_olsineA - :u_olcoseé
2 2n R " on R
S = wl a .
B =0 B =t_" 7
’ ot d?+z?

Iz izraza za magnetno polje koju jedan A7
provodnik stvara na mestu  poloZaja 1 (e 1

drugog, R=2a=d sledi izraz za silu, koja NN
je u ovom slucaju odbojna.

5 Mol

B = =
! 2 2nd

i _ﬂzlzuolz(_~ A):Hole
L L 2nd 2nd

e Kod paralelnih strujnih niti magnetno polje u ravni simetrije y =0 ima
samo y -komponentu. Magnetno polje je jednako nuli za z=0. Kroz ovu

pravu prolazi singularna povrs polja. Polje je jednako nuli i u besko-
nacnosti. Izmedu dve nule neprekine i diferencijabilne funkcije (Rolleova
teorema) mora da postoji ekstremna vrednost.
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Hol sin® . wol cosO ,
[ 4 =", T, £
2n R 2n R

B :u_olsinGA B :u_olcosei

5
—

2 o R 2 on R

~ “0[ z R — . y
B, =— B =0

Yoo a2+22y z

Polozaj najvece jacine polja se dobija kad
se prvoi izvod izjednaci sa nulom.
OBy :u_O] a2 —22

E n (a2+22)2:0 [> o

_LL_OI{ Py, z<0 y
" 2na (=Y, 2>0 ‘ émax
Kod paralelnih strujnih niti sila interakcije Ez I, I,
je je ista po jacini i pracu kao i kod ld
antiparalelnih samo §to sada ima privlacni ﬁiz ﬁ'ﬂ -
karakter. B

31. Jedinica za jaCinu struje - amper

Izraz za silu po jedinici duZine izmedu dve paralelne F_ ok 11,
strujne niti u najjednostavnijem obliku je poznat kao L 14
Ampéreov zakon sile i potice iz 1825. godine. Mo

A=
Konstanta &, je nazvana konstanta magnetne sile i 4n N
od njene vrednosti zavisi koliko ¢e biti velika =4 1077 —
jedinica za jaCinu struje (lekcija 19). Vrednost A
konstante sile je definisana u SI pomo¢u magnetne F ﬁ
konstante kojoj je takode dodeljena vrednost. L 2nd

U SI jedinica za jadinu struje je amper. To je Cetvrta osnovna jedinica
(kilogram, metar, sekund i amper) i pored toga $to je definisana na osnovu
izvedene jedinice njutn.

Amper je ona jaCina stacionarne elektri¢ne struje, koja odrzavana u dva
paralelna provodnika beskonacnih duzina i zanemarljivo malih povrSina
popre¢nih preseka, koji se nalaze na rastojanju od 1m u vakuumu, ¢ini
da ovi provodnici dejstvuju jedan na drugog silom od 2 1077 njutna po
jednom metru duzine provodnika.
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32. Pravougaona strujna kontura

Na osnovu izvedenih izraza za magnetno polje koje poti¢e od prave strujne
niti lako se dolazi do izraza za magnetno polje koje poti¢e od pravougaone
strujne konture. Neka je zbog jednostavnosti, a bez gubljenja na opstosti,
tacka u kojoj se odreduje jaCina magnetnog polja u preseku dijagonala
pravougaonika ¢ije su stranice a 1 b.

Iz osnovnog izraza za magnetno polje a
u tackama na simetrali prave strujne b
niti kona¢ne duzine, |
T T
Wy tan®, =b/a |
B:E7(cose—cos(n—9)), alb=tan®,

slede izrazi za jacine magnetnih polja koja poticu od provodnika koji
koincidiraju sa stranicama pravougaonika a i b, respektivno,

1 . 1
B, =X cos (arctanéj i B, =E"cos|arctanl |.
nh a na b

Ja¢ina magnetnog polja zavisi od odnosa stranica pravougaonika. Neka je
zbog jednostavnosti @ > b. Ako se odnos stranica pravougaonika oznaci
kao n=a/b>1, ukupna ja¢ina magnetnog polja u preseku dijagonala
pravougaone strujne konture moze da se izrazi kao

B=2l o (arctanlj e (arctann) |, n="21.
b n) n b
e Kad je n=1, a=>b, pravougaonik postaje kvadrat. 2 \/Euo I

JaCina magnetnog polja u centru kvadrata je cetiri B

puta veca od one koju bi stvarala samo jedna stranica. nb
e Kad n—>ow, tj. kad je a>>b, pravougaonik

degeneriSe u dve antiparalelne prave. Magnetno polje ¢> B= 2p0/
je dva puta veée od onog koje bi stvarala samo jedna nh
prava.

e Dve antiparalelne polu-

prave, na istim rastojanjima b2 wol
od tacke, proizvode u toj o 77 ﬁ) B="0C
tacki istu ja¢inu magnetnog ! ‘ nb

polja kao i jedna prava.

Radi poredenja sa ranije izvedenim izrazima potrebno je izvrSiti smenu
b =2r, jer su poslednji izrazi izvedni za rastojanje koje je polovina krace
stranice pravougaonika.
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33. Mnogougaona i kruzna strujna kontura

Neka je zicana kontura oblika pravilnog mnogougla,
upisana u kruznicu polupre¢nika a . Magnetno polje u ﬂ
centru kruznice (mnogougla) je jednako proizvodu broja
stranica 1 magnetnog polja koja potice od jedne stranice,
tako da je

B, =Nl &t fan@/2) p N T

27a 2 2a al/2 2a © N

gde je oo =21/ N centralni ugao, i N >3 broj stranica mnogougla. Kad se
broj stranica neograni¢eno uvecava, mnogougao tezi kruznici, pa sledi da
je izraz za magnetno polje strujne kruznice u njenom centru,

Koristi se ¢injenica da je
wol lim tan(w/ N) _ ko J J

B, =—"~ — =20, i
" 24 ¥oe /N 2a lim 22— g S
x>0 x x—0 x
Mnogougao = N =3 N=4 N=6 N=12 N>
2 33 4 23 122-43)
B—N T n i T
‘ 1.654 1.272 1.103 1.023 1.000

Do izraza za magnetno polje u tackama na .
osi kruzne strujne konture polupre¢nika a dB
se dolazi i direktnom primenom Biot-
Savartovog zakona. Tada je

dl=adb,

dixk‘zaRdG, R=Va’+z°

a

dB. =dBcos(d,R) = dB———

a’ +z*

7 2n

= uol ¢ dl xR ol a’
B="" >  B=B =¢dB,=""—— "~ |d6.

'! i 4n (z2* +a*)*? '([
Na osi konture radijalne komponente vektora magnetnog polja koje poti¢u
od centralno simetricnih strujnih elemenata se anuliraju i ostaje samo
aksijalna komponenta. Magnetno polje u centru kruznice se dobija kad se u
formulu zameni z=0.

_Hof a’ a’

=B
2a (Zz+a2)3/2 0 (22+a2)3/2 >

I
By=By|_,.» [ Bo:%

K
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34. Magnetno polje kruznog luka i poluprave

Strujna kontura sastoji se od kruznog luka cenralnog ugla 2o i
poluprecnika a, i dve poluprave koje luk tangiraju u tackama spajanja.
Opsti izrazi za ja¢ine magnetnih polja delova ove strujne konture su ranije
izvedeni (lekcije 27 1 33).

Kruzni luk
I I
Bl — “’0 J.de: “’0 a
4ra 0 4na
Poluprava
1 1
B, =% (cos0, —cos0,) =105
4na dra

35. Magnetno polje na osi mnogougaone konture

U opstem slucaju, tacka u kojoj se
izraCunava magnetno polje nije u centru
mnogougaone strujne konture. 1z formule
koja je ranije izvedena (lekcija 27),

B= N—HOI tanE
2mh 2

jednostavnim transformacijama se dobija
formula za polje u tackama na osi,

: 3
_ Mol sina a .

B, :,
20 o (2 4 ¢ cos (o) )W 22 +

u kojoj su potrebne veliCine izrazene pomocu centralnog ugla pravilnog
mnogougla o =2n/ N 1 poluprecnika opisane kruznice a, i gde je N >3
broj stranica mnogougla.

U specijalnom slucaju, kad N — o« dobija
se formula za magnetno polje na osi By
kruzne strujne konture (lekcija 33).

Bl

" 2a (22+az)3/2

Odnos jacina magnetnih polja koje u istoj tacki svoje ose stvaraju kruzna
kontura i mnogougao koji je u nju upisan dovode do ideje o pribliznom
izraCunavanju (proceni) magnetnog polja.

tanat/2 _ By, _sina (z/a)* +1 _sina

< < <& Z—> 0
a/2 By, o (z/a)’+cos’(a/2) o
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36. Mogu¢énost procene jaCine magnetnog polja

Ako kruznica opisana oko mnogougla ima poluprec¢nik a, tada kruznica
upisana u mnogougao ima polupre¢nik b =acos(a./2). Ja¢ina magnetnog
polja koja potice od strujne konture oblika pravilnog mnogougla se moze
proceniti kao srednja vrednost ja¢ina magnetnih polja koja poticu od
upisane i1 opisane kruzne strujne konture. Uticaj geometrije konture na
vrednost magnetnog polja je najveci u centru konture.

. . 1

Opisana kruznica By = Foo
° 2a
g 1 1
= . V. B = Ho =B
% Upisana kruznica =5 U 1/ N)
=
3 Mvnogougao By =Nu—°[tang=BOE tan—
= tacna vrednost 2na 2 s N
]
g Mnogougao B, = 1 (By+B,)= lBO R
© procenjena vrednost 2 2 cos(n/N)
5
5 Odnos By 2N sin(n/N)
< [
=  tacno/usrednjeno B, n l+cos(n/N)

Mnogougao N=3 N =4 N=6 N=12 N —> ®
By / By 1.102 1.054 1.023 1.005 1.000

Koriste¢i prethodno izvedene formule, na isti nacin je mogucée proceniti
magnetno polje u bilo kojoj tacki na osi konture. Za potrebe takve procene
korisno je prouciti odnos jac¢ina magnetnih polja koje u istoj tacki stvaraju
mnogougaona i kruzna strujna kontura.

: 2 2
BN:sm(x z"+a B, /By

By a z*+a’cos*(a/2) 1.5 1

Na malim rastojanjima od centra 1.0 - gg
konture, z/a<0.5, mnogouglovi sa

manjim brojem stranica stvaraju vee 0.5 ;
polje od onih sa veéim brojem stranica T
ili od kruga. 0123 #2

z2z=
IR
SFNEON

~

a

Razlog za to je Cinjenica da su stranice takvih mnogouglova blize svom
centru. Na velikim rastojanjima efekat blizine je zanemarljiv i jacina polja
je srazmerna magnetnom momentu, tj. povrsini konture.
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37. Helmholtzovi i gradijentni kalemovi

Neka su date dve koaksijalne kruzne strujne
konture istih poluprecnika, a, koje su opticane
stalnim strujama iste jacine i smera, /. Dalje,
neka su centri kontura na medusobnom
rastojanju d, i neka je koordinatni pocetak
polarno-cilindri¢nog koordinatnog sistema u
centru jedne od kontura. Magnetno polje u
tackama na osi ima samo aksijalnu komponentu,

3 3
Bz<z)=“°1( ? ? J=Bo(f1(2)+fz(2))

—+
2a (a2+22)3/2 (a2+(Z_d)2)3/2

Kad je rastojanje izmedu strujnih kontura zanemarljivo, d — 0, tada izraz
za magnetno polje pokazuje da se dve bliske kruzne konture ponasajaju
kao jedna kroz koju protice struja dva puta vece jacine. U opstem slucaju,
tanak kalem od N zavojaka moZe se zameniti konturom kroz koji protice
N puta vece struja.

Na polovini rastojanja kontura, u okolini tatke z=d/2, izraz za
magnetno polje je moguce izraziti u formi 7Taylorovog reda

B2 S pna g e/ 16a’ & s o (2=d ]2
P d/2 - N 4=/
B, n:Of ( ) n! (4a2 +dz)z/z Zf ( ) o

n=l

gde je f(z)= f,(z2)+ f,(z). U okolini ove tacke polje biti utoliko homo-
genije ukoliko je veci broj ¢lanova Taylorovog reda moguée zanemariti.
Prvi izvod i svi ostali izvodi neparnog reda su (zbog simetrije) u datoj tacki
jednaki nuli. Dakle, najhomogenije moguce polje ¢e se dobiti izjednaca-
anjem drugog izvoda sa nulom.

16

d’f 6a’(d*—a’) o D> dea D B.(2) _ 16
z=d /2 5\/§

|, (a?+@@/2?)"” B,

Dve kruzne konture na medu-

§obn0m rastoja?jg koje je 1431 | B./B D— — f(@
jednako poluprec¢niku kontura — f(2)
¢ini Helmholtzov par koji ima 1.0+ — £(2)
veoma §iroku primenu. Homo- 0.715 7 ?
geno polje se primenjuje u
velikom broju uredaja u koje - ; ; ‘
spada 1 eliminacija uticaja -1 0 1 2 z/d
Zemljinog magnetnog polja.
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IzraCunavanje magnetnog polja u rid d=a
tackama koje ne pripadaju osi obruca je
znatno slozenije (lekcija 44). Radi : 0B =1.6
vizuelizacije homogenosti ostvarenog

. . . . 0B =1.0
polja prikazan je odnos magnetnih polja \

OB =B(r,z)/ B(0,d /2) R\ 0B =0.8

koji podrazumeva takva izraCuvavanja. = zld

Magnetno polje u tackama na osi dva kruzna obruca jednakih poluprec¢nika
kroz koje proticu struje istog intenziteta ali suprotnih smerova izraCunava
se na isti nac¢in kao u prethodnom sluc¢aju, samo §to sada drugi sabirak u
osnovnom izrazu ima negativan znak.

B.(2)=B,(£,(2)~ £2(2)), f(2)=£,(2)~ £,(2)

Ovo je antisimetri¢ni slucaj kad su vrednosti funkcije i svih izvoda parnog
reda jednaki nuli u srediStu izmedu prstenova. Tako u Taylorovom razvoju
ostaje
B.(z) -3da’ (z-d/2)' 15da’ (3a* -d*) (z—d /2)
= + +...
By (a+@/2?f” M (2+@@r2?)”? 3

Ako je i tre¢i izvod funkcije
jednak nuli, tada ¢e u okolini 0875 + B,/B, ~ Ji(2)-/(2)
srediSnje tatke promena mag-
netnog polja biti linearna. Iz I

. 0.0 +— —
tog uslova se sledi

d=a\/§. d:a«/§

-0.875 +

Dva jednaka kalema na ovom
rastojanju ¢ine gradijentni par.

U literaturi se srece 1 naziv Maxwellovi r/d d=a3

kalemovi, §to nije tacno. Maxwell je dao lBZ /By, =7/8
poboljsanje homogenosti polja dodajuci |

jo$ jedan kalem u Helmholtzov par. ‘Bz /By =0
Time se moZe posti¢i da izvod Cetvrtog I N
reda bude jednak nuli, S$to znaci jo§ '\ B./By=-1/8
homogenije polje. JLIEN P

Linearna magnetna polja imaju veliku primenu ukljucuju¢i dijagnostiku
magnetnom rezonansom. Zbog toga se istrazivanja sprovode na kalemove
kvadratnog oblika ili oblika sedla (patent iz 1957. godine, M. J. Golay).
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38. Magnetno polje na osi solenoida

Neka solenoid ima poluprecnik a i kona¢nu duzinu L, koja je srazmerna
broju namotaja, debljini provodnika i koraku namotavanja. Tako postoje
gusto i retko motani slolenoidi. Medutim, solenoid moze da bude nacinjen
iz viSe slojeva namotaja. U svakom slucaju solenoid je konacan broj
elementarnih koaksijalnih strujnih kontura. Ako je broj namotaja po
jedinici duzine solenoida N /L, tada je prema formuli za magnetno polje
na osi kruzne strujne konture (lekcija 33)

3 . a
_ koM a ' sino =

dB dz —
P 2aL (a®+(z-z"))? Vat+(z-z)?

z—z'=acota,

)
dz'=al/sin” a
o)

B =“°—NI J.sinocdoc,
2L

z

o

B, = , B.=B, f(2) @ Bzzug—]l\f](cosal—cosocz)
I 1 I b —

Opsta B _ BN 1 z+L/2 3 z—=L/2

formula L 20 i+ (z+L12° aP+(z—L/2)

Ovde je sa B, obeleZena ona vrednost ol alL

magnetnog polja koja se donija prime- 1.0

nom Ampeéreovog zakona (lekcija 24).
Teorijski ovaj zakon daje tacan rezultat
samo za beskonac¢no dug solenoid jer je
tada

»|

S
[\

Lh_IEDBaf(Z):Ba' -1

Prakti¢no, kod solenoida cija je duzina
desetak puta veca od poluprecnika, polje
je unajvecem delu duzine homogeno.

e Jacina magnetnog polja u -0 B, = po N L
sredini solenoida. B L 2Ja® +(L/2)

_ NI L

L 2\a*+1?

e JaCina magnetnog polja
na krajevima solenoida.

A d

Zzi% BL
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e JaCinu magnetnog polja nije moguce povecati povecevanjem broja
namotaja u jednom sloju, jer ve¢i broj namotaja znaci srazmerno vecu
duzinu, tj. odnos N/L je stalan.

e Kod vitkih solenoida (duzina je znatno veéa L>>a

od poluprecnika poprecnog preseka). Za jacinu

magnetnog polja u sredini solenoida se dobija B —B NI
izraz koji bi se dobio i primenom Ampéreovog L S
zakona. Na krajevima solenoida magnetno polje

je dvostruko slabije nego u sredini. B, = %Ba = “;—]LVI
e Kod veoma kratkih solenoida, koji se sastoje

od par namotaja, duzina je zanemarljivo mala, L<<a

pa je i znatno manja od polupre¢nika namotaja. u NI
Magnetno polje na krajevima je isto kao u B,=B, =—>—
sredini i isto sa kao polje kruzne konture. 2a

e Ako se u proracun ukljuce veli¢ine koje se lako mere, a to su jaCina polja
na kraju solenoida i rastojanje tacke na osi od kraja solenoida, onda se iz
opsSte formule dobija formula koja se naj¢e$¢e primenjuje u praksi, i koja
vazi za bilo koje rastojanje.

2, 72 B
va +L z+L z . L
B.=B~— - = ———— E I <
\/a +(z+1L) Va? +z I - | B,
e Kad je rastojanje tacke u polju znatno vece od duzine dipola, uglovi pod

kojima se vide krajevi solenoida se vrlo malo razlikuju i opsta formula
moze da se preuredi na sledeci nacin.

Dipolna aproksimacija cosa, —cosa, = 2sin(Aa/2)sin(o + Aa/2)~ Aasina
z>>1L [") sino~tana=a/z
o, =a

a ~aL

a
2—L/2 z+L/2 22

o, = o+ Aa, Ao~ Atano =tana, —tana, =

NI a°L NI a*n NIS m
Bz:Baf(Z):uo ZHO 3 _ﬁ 3 :ﬁ_

L 27° 2n 2 2%z 2n 2°
s Mo m Sa velikih rastojanja solenoid se vidi F= 1 p
o 23 kao magnetni dipol (lekcija 4). 2ne, z°

Potpuno istu formu ima izraz za elektricno polje na osi elektri¢nog dipola,
koji je izveden na osnonu postojanja tackastih naelektrisanja na krajevima.

q{l 1}qz_L_1p - " . .

Tdme, |2 (z+L)’ | 4ne, 2t 2me, 20 T . | E,
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39. Magnetni vektor potencijal

Vektor magnetnog polja B
zadovoljava dve osnovne
jednacine, tj. dva osnovna
zakona.

Zakon o konzervaciji

Uvedimo pomo¢nu vektorsku funkciju, koja je - -

nazvana magnetni vektor potencijal, sa oznakom 4.

Jedinica za magnetni vektor potencijal je tesla puta
metar, §to ¢e to biti pokazano u kasnijem izlaganju.

divB=0
magnetnog fluksa
Ampereov zakon rot B = Hoj
B=rot4
[A]=Tm

Prva jednacina ¢e biti automatski zadovoljena, jer je za bilo koju vektorsku

funkciju divergencija rotora jednaka nuli, div(rotA)=0. Druga jednacina

tada postaje

rot (rot A)= grad(div ;1) ~A= Moj . ?

divA=0

Vektorsko polje (Helmholtzova teorema), koje sa rastojanjem, r, opada
najmanje kao 1/7 je jednoznac¢no definisano ako su poznati rotor i

divergencija . Divergencija vektorske funkcije A nije ni jednim fizickim
uslovom odredena i moZe se odabrati proizvoljno. Uopste, potencijali nisu

jednoznac¢no odredene funkcije (Sveska I). Ako se izabere da je divd=0,

tada se prethodna jednacina svodi na oblik koji je savrSena analogija sa
Poissonovom jednacinom za elektricni skalar potencijal u elektrostatici.
Resenja obe jednacine su takode analogna.

Magnetni vektor potencijal Elektri¢ni skalar potencijal
0
- v 1% —
A=H0 j Zdv ¢p= I —dV
4n? R 4neq Y R
v © ’
- . 1 'd/
4n’) R 4me, v, R

Primenom Stokesove teoreme izmedu fluksa magnetnog polja i magnetnog
vektor potencijala je moguce uspostaviti vrlo jednostavnu i korisnu

relaciju.

CD:J‘EdS’:J‘rotZdS’:i;ZIdi > d)zit;,?ldi £ 3

N N

[A]=Tm
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40. Magnetni vektor potencijal pravog provodnika

Magnetno polje koje u svojoj okolini stvara neograni¢eno dug cilindri¢ni
provodnik lako se odreduje primenom Biot-Savartovog zakona (lekcija
21). Za odredivanje magnetnog polja u unutras$njosti provodnika (i u
okolini) treba primenti Ampéereov zakon u integralnom obliku (lekcija 19).
Kako ¢e biti pokazano (lekcija 43), radi se o jednom istom zakonu u dva
razliCita oblika koji se dobijaju jedan iz drugog. U integralnom obliku ovaj
zakon je delotvoran samo kod geometrija sa viokim stepenom simetrije
gde se dobijeni integrali mogu relativno lako resiti. Matematicke teSkoce
se pojavljuju ve¢ kod odredivanja magnetnog polja u tackama van ose
kruzne strujne konture (lekcija 44). Zato se ponekad Ampéreov zakon
primenjuje u diferencijalnom obliku (lekcija 19). Cesto se do resenja
elektromagnetih problema lakSe dolazi pomoc¢u funkcija potencijala. Ovde
¢e to biti ilustrovano na, ve¢ viSe puta reSenom, trivijalnom primeru
pravog neograniceno dugog provodnika.

Neka je prav provodnik poluprecika a Rotor i divergencija funkcije
usmeren u pravcu z-ose. Gustina struje | d(r,6,z) u polarno-cilindri¢nim
je uniformna po poprecnom preseku, a koordinatama

magnetni vektor potencijal ima samo z -

komponentu koja zbog osne simetrije Pore 2
zavisi samo od » -koordinate. rotd = 1o 9 90
6A rjor 00 oz
B=rotA= 20 = B, ) 4 T 4

or

. . . . -~ 10(ra,) 10 0
Magnetno polje, kao §to je poznato, ima diva :—ﬂ+—ﬂ+%

samo 0 -komponentu. roorrd o

Kad se u Ampéreov zakon uvrsti magnetni vektor potencijal,

10 04, -UwJ, r<a
rot B = rot (rot A) = —— (rBy )2 = — —| — 0>
( ) r 0. (r o) 81”[ : arj {0, r>a

dobijaju se dve diferncijalne jednacine drugog reda.

d’A4. +l%_ —uJ, r<a
o dr |0, rza

Ocigledno da je reSenje homogenog dela prve jednacine po formi isto kao
opste resenje druge jednacine. U obe integracije homogena diferencijalna
jednacina razdvaja promenljive. Partikularni inregral se dobija metodom
varijacije konstanti. Bez ulazenja u postupak reSavanja (jer je elementaran)
prikazano je konac¢no reSenje.
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Cllnr+C2—Mr2, r<a C——Mr, r<a
4 d4 o2
Az: —Be: Z = 1
D/Inr+D,, rza dr D, —, rza
r

Konstante inetgracije treba odrediti iz fizickih uslova. Prvo, na osi
provodnika » =0 magnetni vektor potencijal mora da ostane konacan, $to
zna¢i da logaritamski ¢lan treba odbaciti, tj. C; =0. Drugo, magnetno
polje na povrsini provodnika mora da bude neprekidna funkcija. Posto je
ve¢ C, =0, to sledi

dAz _ dAz D _ uOJ a= D1 l [> D] - _ HOJ a2
dr|,_,. dr|_,. 2 a 2
— —
Be(r:a—) By(r=a+)
Tako se dobija konacni izraz za 1 I 2
. e . - Wol [ 7
magnetno polje koji je i ranije H0J5V=2—(—] , r<a
izveden. Medutim, time problem | B, = 5 Tr\a
nije reSen do kraja. U izrazu za a_:“_ol r>a
. .. . 0 5 =
magnetni vektor potencijal jo$ 2r  2mr
uvek postoje dve konstante cija i,
vrednost nije odredena. Kad nema G, —%7’ 2, r<a
struje nema ni potencijala, odakle A, = w,J
pogresno sledi daje C,=D;=0 D, _%az Inr, rza

Sa ovako odredenim konstantama magnetni vektor potencijal ne bi bio
neprekidna funkcija na razdvojnoj povtsini »=a. I pored toga §to ove
konstante ne utiCu na izraze za magnetno polje, jer se u postupku
diferenciranja gube, reSenje treba prezicno dovesti do kraja, jer magnetni
vektor potencijal (kao i sve funkcije potencijala) mora da bude neprekidna
i diferencijabilna funkcija. Da bi obezbedila neprekidnost treba da bude

A(r=a-)=A.(r=a+) [> C2—¥a2=D2—%azlna

Poslednja jednakost moze da bude zadovoljena ako su obe strane jednake
nekoj konstanti, a najjednostavnije je da budu jednake nuli. Tako se dobija

Lot 22
C2=L612 MOJl(az—rz):u—ola 2r , asr
4 > 4= 4 .  a
D _HoJazlna MOJlazlnﬁzu—ollnﬁ, rza
2= 2 r o 2n r

Lako se proverava da je divA=0 i rotd = uoj , §to znaci da je reSenje
ta¢no ali ne i jedinstveno (Sto je uopste slucaj kod potencijala).
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41. Magnetni vektor potencijal prave strujne niti

Strujna nit duzine 2L koincidira sa z- \

osom Descartesovog koordinatnog z=L

sistema, a koordinatni pocetak je na Idi R

polovini niti. Tacka M (x,y) se nalazi na -~

simetralnoj ravni na rastojanju » od z=0 \\ﬂ%%}

koordinatnog pocetka, >. r dB
) X M(x,y)

rP=x*+y*, R*=r+I.

Izraz za jacinu magnetnog polja se dobija iz prethodno izvedenih izraza.
Magnetni vektor potencijal ima samo z komponentu. Za tacke koje
pripadaju simetralnoj ravni je

sl L g Bl dz_pel L+ 4r?
drr J12 27 : 4n 04122_’_],2 2n r '
. e 1 . I 2L
Kad je L >>r vrlo priblizno je p=tol i A, e
2nr 2 r

U slucaju beskonacno duge strujne niti i magnetni vektor potencijal ima
beskonacnu vrednost. Medutim, ja¢ina magnetnog polja je konacna.
Takode, magnetno polje se dobija kao izvod magnetskog vektor
potencijala pa se diferenciranjem gubi uticaj izbora referentne tacke.

04 1

- Mol 1 DS Ko
B=rotA=—(4x——E£yp= —VE+x B=t02
oy Oox Y 27 rz( ) 2 D 21 r

Projekcije u pravcima Descartesovih koordinatnih osa predstavljaju 0
komponentu u polarno-cilindri¢nom koordinatnom sistemu.

e Dve paralelne struje suprotnih
smerova stvaraju magnetni vektor
potencijal koji je jednak razlici
A, = 4, — 4,. . Ako su nosioci struja

jednake duzi 2L>>rn,r,, a struje

jednakih jac¢ina [=1,=1,, sledi

izraz koji je savrSena analogija sa
izrazom za  elektricni  skalar I

. . . y o\ L P
potencijal koji stvaraju dva poduzna 4, = o nr_
naelektrisanja suprotnog znaka. !

Konacni izraz za magnetni vektor potencijal ne zavisi od duzina strujnih
niti i zato vazi i za beskona¢no duge antiparalene strujne niti.
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42. Analogija izmedu strujne niti i naelektrisane niti

Prethodni rezultat dovodi do ideje Analogija
da je prethodno uocenu analogiju )
mogude prosiriti. Hol @ q'/go
Magnetostatika - Strujna nit Elektrostatika - Naelektrisana nit
[ !
Bz&(cosel —cos0,) E, =—% (cos0, —cos,)
g 4meyr
S Simetralna ravan, cosf, = —cos0;. S
p=tol L E -9 L
2 12 42 | 2megr 2 42
Veoma duga ili neograni¢ena nit,
v L>r i 06,=010,=m. v
p = Mol E, =1
2nr 2megr
& *
Ampéreov § Bdl = ol § Eds=4 Gaussov
zakon C S € zakon
Potencijali u tacki koja pripada simetralnoj ravni
Magnetni vektor potencijal Elektri¢ni skalar potencijal
y _uOIlnL+\/L2+r2 _q 1nL—k\/L2+r2
° 2m r 2me, r
\'d L>>vr W
[ ’
A = Boly 2L o=-1 2L
2n r 2egm 1

Dve paralelne niti

Struje suprotnih smerova Naelektrisanja suprotnih znakova

I ’
RTINS o4 '

2n K 2ney, K
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43. Ampére-Laplace-Biot-Savartov zakon

Kad su struje kanalisane provodnicima formula za SETH I1dl
magnetni vektor potencijal se svodi na linijski = 4_an
integral.

U ovim razmatranjima ja¢ina struje je konstantna B= Kol J‘ roti
veli¢ina i moZe da se piSe ispred znaka integrala. T

Podintegralna funkcija je, prema pravilima vektorskog ra¢una, prostorni
izvod proizvoda dve funkcije, tj.

rot idi =gradlxdf+lrotdi.
R R R

Drugi sabirak je jednak nuli, a za prvi sabirak je rotdl =0
potrebno odrediti gradijent recipro¢ne vrednosti -
vektora polozaja. Tako se dobija konacan izraz za gradl __R
vektor magnetnog polja. R R?
Formulu je izveo Laplace na osnovu rezultata .
Ampéreovih 1 Biot-Savartovih eksperimenata B= Mol dl xR
(lekcija 21) pa se srece, istina veoma retko, 47 ) R3
korektan naziv ALBS zakon.

Diferencijalni oblik ove formule, koji odreduje -
magnetno polje strujnog elementa, i najpoznatiji dg = Ho 1dl ;R
autori nazvivaju Biot-Savartov zakon ! an R

Pravac vektora elementarnog magnetnog
polia dB je normalan na ravan koju
definisu vektor d/ i vektor polozaja
tatke, R, u kojoj se polje izraunava.
Smer ovog vektora se odreduje (kao kod

svakog vektorskog proizvoda) po pravilu
desne zavojnice.

Intenzitet vektora magnetnog polja je
direktno -s‘razmeran pov'rsmi }-)arillelo'- ap = Ho Lz sin ( dl. Rydi
grama koji grade vektori d/ i R, ftj. 4m R

sinusu ugla koji ovi vektori zaklapaju.

U diferencijalnom obliku Ampére-Laplaceovu formulu nije moguce
eksperimentalno potvrditi, ali se zato veoma jednostavno potvrduje u svim
slu¢ajevima strujnih kontura kona¢nih dimenzija.
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44. KruzZna strujna kontura - magnetni dipol

Linije polja magnetnog vektor potencijala u
okolini kruzne strujne konture su kruznice
sa centrima na osi konture. Jacina
magnetnog vektor potencijala, zbog osne
simetrije, ne zavisi od ugla ¢ i ima samo

ugaonu komponentu 4= 4,. Zbog toga je

taCku, u kojoj se magnetni vektor potencijal
odreduje, moguce odabrati u ravni ¢p=0.

- U J Al 1 Lol a cosd
A=—"|=dV =¢——|—=d/ A, =25~ d
4n~£R ¢4Tc;[R o DoA=2T ! %

gde je u cilindricnim koordinatama

R=i-d+z D> R=yr’+d>+z—2arcos¢.

Smenom ¢=m—20, dp=-2da, cosp=2sin’o—1, izraz za magnetni
vektor potencijal postaje
@sina-Dda  pylak “f (2sin’ o —1)da

Holaj'
\/(a+r)2+zz—4arsin20c 2n/ar 0 V1-k?sin’ a

b

gde je uvedena oznaka
2 4ap 4ar
k* = 2, 2 > k 2, 2
(a+r)y +z (a+r) +z

Podintegralnu funkciju je moguce napisati u obliku

2sin¢-1 1 2-k°
1-k*sin*o Kk

2 N1-k?sin’a

-2 l—kzsinzoc:l,

pa se preuredenjem dobijenog izraza dobija da je

_Bol Jal(2_ _2 _Hol |a
Ay =0 er ij(k) kE(k)} > 4 > \E f(k)

gde su

n/2 /2
K(k)= J‘(l—k2 sin” o) * dat, E(k)= J.(l—kz sin?@)"'2 do.,

0 0

potpuni elipticki integrali prve i druge vrste (prilog E).
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Posto je
oK(k)  E(k)  K(k) OE(k) E(k) K(k)
ok k(1-k*)  k ok k ko’

ok 1 /(a+r)2+z2 8arz _ Kz
oz 2 dar  [(a+r)*+z*)7 dar’
ok 1 ,(a+r)2+z2 4a((a+r)2+22)—8ar(a+r)_i_k3(a+r)
or 2 4ar [(a+r)+2°7 2r dar

u cilindri¢nim koordinatama za komponente magnetnog polja se dobija

o4, o4 P’z
B,=——¢=——¢%=“—°[ kz | a +r2+22E(k)—K(k) ’
0z Ok 0z Am rilar|(a-r) +z

B, =0,

a(r4 o(r4 2yt ?
BZ:lM:_lMa_k:“_ol k |a " _E(k)+K(k)|.
r or r ok or 4m ar|(a—-r) +:z

e U specijalnom slucaju kad tacke u kojima se K(0)=E(0)=n/2

odreduje polje pripadaju osi konture, r=0,

e . . B =0, B,=0
k=0, elipticki integrali se svode na tabli¢ne ! ¢
slucajeve, a za komponente polja se dobijaju 5 =M I a’
od ranije poznati izrazi. 2T o4 (2 +a)"

e Kad su tacke u kojima se odreduje polje na velikim udaljenostima od
strujne konture pogodno je problem razmatrati u sfernim koordinatama.

Cilindri¢na koordinata z se elimini§e pomo¢u p°=r>+2z> i r=psin®.
Tako se za rastojanje izmedu tacke u polju i tacke izvora polja dobija

Rz\/r2 +a*+z% —2arcos¢ =\/p2+a2—2apsin9cos¢.

Na velikim rastojanjima je p >>a paje

2
R=p \/1+a—2—2zsinﬁcos¢ ~p \/1—2£sin9cos¢.
p p p

Za izraCunavanje reciprocne vrednosti rastojanja treba iskoristiti 7aylorov
red odgovarajuée funkcije 1 zadrzati samo nulti i prvi ¢lan,
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= (2i-D!
(1—2x)‘”2=2%x’ N (1—2x)_1/2=1+x+%x2+...,
N 1

odnosno

-1/2
1 1[1 2—smecos¢J zl(lJrﬁsinGcosd)].
R p p pL P

Za magnetni vektor potencijal se tako dobija

Hola

b=

s1n9'|.cos ¢d¢_M01 sin@, p>>a
21 p? 4p’

%f_/ %r_/
0 n/2

Prvi sabirak, ¢iji je doprinos jednak nuli, odgovara magnetnom monopolu,
a drugi magnetnom dipolu. Dobijeni izraz nije tacan, ve¢ je samo veoma
dobra aproksimacija za magnetni vektor potencijal na velikim rastojanjima.
Za dobijanje tacnog izraza reciprocnu vrednost rastojanja treba upotrebiti
ratvoj u red bez zanemarivanja kvadratnog ¢lana. Tada ¢e se pojaviti uticaji
visih multipola (kvadrupol, oktopol...)

Ako se zbog jednoznacnosti u zapisivanju formula, stavi » umesto p, u
sfernom koordinatnom sistemu je

Foro rsin@&)
B=rotd = o9 2 = Ia3n(20059r+sm99) r>>a
or 00 oo 4nr

A, rdy rsinB 4,
U vektorskom obliku izraz za magnetni vektor potencijal je

2 —~ A —
=~ Wlatmy  pymxr  p, mxr
A_A(I)d)_ - - 3 ]

4mr? 4r ? T r

odakle moZze da se dobije izraz za magnetno polje koji ne zavisi od izbora
koordinatnog sistema.

4n

I—II_I

r
s

B=rotA =&rotm—§r Ho [grad—x(mxr)+irot(mxr)}
r 47 r r

grad%=—3 rot(mxr)=2m
r

r

ax(bxc)=(ac)b-(abyc [> Fx(mx7)=rim—(Fm)F

5wy [0 | g 30—
4i| P | 4n P
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Posto je izraz za magnetni vektor potencijal kruzne strujne konture izveden
za velika rastojanja od konture, to je odredivanje magnetnog polja iz tog
izraza zapravo dipolna aproksimacija. Postavlja se pitanje koliko je ta
aproksimacija ta¢na. Za kruznu strujnu konturu postavljenu kao na
pocetnoj slici se dobija:

Magnetni (dipolni) moment kruzne [:> =
strujne konture je (lekcija 7)

Dipolna aproksimacija (ova lekcija) B B=to

47 3
U sfernim koordinatama je L 1a>
A E, _ MO aT A_ A
Z=cos07—sin60, > B- P [BcosBr —Z]

pa se dobija dipolna aproksimacija - pla’n R
E 2 B="0——(2co0s07 +sin06)

(ova lekcija). Amr
e U tatkama na osi konture je D b= wola® .
r=z,r=z i 0=0. T8 z

y ‘o . . = uol a’ A
e Tacno resenje (lekcije 33 1 34) E’) B= 2 @i z
e Za daleke tacke, z>>a, pa se d) B uola2 A
dobija isti rezultat. YR

Magnetno polje kruzne strujne konture u dalekoj zoni je dipolno
dominantno. Moment monopola je jednak nuli, a momenti viseg reda su
zanemarljivi u odnosu na dipoli moment. Dakle, za velika rastojanja kruzna
strujna kontura je magnetni dipol. Izraz za magnetno polje magnetnog
dipola je potpuno analogan izrazu za elektricno polje elektricnog
simetricnog dipola (Sveska I). Detaljna analogija izmedu magnetnog i
elektricnog dipola bi¢e prikazana u kasnijem izlaganju (lekcija 48).
Medutim, ta analogija nije savrSena. Elektricni dipol je moguce rastaviti na
dva pojedinacna taCkasta naelektrisanja koja predstavljaju monopole.
Takva moguénost kod magnetnog dipola ne postoji. Postojanje magnetnih
monopola u prirodi nije do sada uocCeno, niti je dokazano njihovo
postojanje koje je 1931. godine predvideo Dirac.

Veze izmedu jedini¢nih vektora:

Descartesovi preko sfernih Sferni preko Descartesovih
X=sinOcos¢r +cosecos¢é+sin¢&) F=sinOcos$x +sinOsin¢y +cos 02
¥y =sin 9sin¢f+cosesin¢é+cos¢&) 0= cosOcospx+cosOsing p—sind 2

2=cosB7 —sinHO b=—sindx+cosd P
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45. Magnetni vektor potencijal solenoida

Opste integralne formule za magnetni vektor potencijal koje su proistekle
iz analogije sa elektrostatickim poljem nije moguce primeniti kod domena
neogranicenih dimenzija. Kad je provodnik beskona¢no dug za magnetni
vektor potencijal se dobija beskonacna vrednost (lekcija 41). To je slucaj i
kod beskonacnog dugog solenoida gde nije moguce primeniti Ampereov
zakon u integralnom obliku (lekcija 24). Problem je slican problemu
odredivanja magnetnog vektor potencija koji poti¢e od debelog provodnika
(lekcija 40). Medutim, u ovom slucaju postoji jedna skrivena moguénost
(lekcija 39), a to je potpuna analogija izmedu cirkulacija vektora
magnetnog polja i magnetnog vektor potencijala.

Ako je moguce odrediti magnetno polje Posledica j;;IdZ =0
c

znaju¢i konturom obuhvacenu struju, definicije
onda je moguce odrediti magnetni vektor Ampéreov § Bdl =p,l
potencijal znajuci fluks kroz povrsinu. zakon ’. 0

Da bi odredili magnetni vektor potencijal solenoida, ¢iji je polupre¢nik a,
potrebno je upotrebiti zamisljenu kruznu konturu poluprecnika r, isto kao
kod primene Ampereovog zakona. Za tatke u unutraSnjisti, » <a, kroz
povrsinu koje je obuhvacena zamisljenjenom konturom prolazi samo deo
fluksa, dok kroz povrsinu koja je veca od povrSine popre¢nog preseka,
r > a, prolazi ukupan fluks.

,
Br’m, r<a BZ.r<a
§ZdT:J‘I§d§ > A2rn= > A=
c s Bazn, r=a a’
B—,r=a
2r
Polje magnetnog vektor potencijala uvek
li¢i na magnetno polje. Tako je i u ovom BN 8,
sluc¢aju. U dobijeni izraz treba jo§ uvrstiti d= ’ -
izraz za magnetno polje, koji se dobija u,NI a* b r>
primenom Ampéreovog zakona, i sve YR

napisati u vektorskom obliku.

Na kraju ostaje provera rezultata. v Alr=a-)=A(r=a+)

Da li je funkcija neprekidna ? v’ rotd= li(rAe)i =Bz
Da li rotor daje magnetno polje ? ror
Da li je divergencija jednaka nuli ? -~ 1é4

divi=—% _g
v v 20

Q.E.D. r
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46. Magnetno polje u materiji - magnetizacija

Sve materije su podloZzne magnecenju, mada se efekti magnecenja
kvantitativno razlikuju od materije do materije. Svojim prisustvom
materije menjaju strukturu i jacinu polja u koje su unete. Kod vecine
materija magnecenje nestaje sa nestankom primarnog polja, ali postoji
grupa materija kod kojih magnecenje ostaje i posle nestanka primarnog
polja, a neke ¢ak mogu i same da stvaraju polje.

Prema danasnjem shvatanju magnecenje materije je posledica postojanja
magnetnih momenata u atomima i grupama atoma (molekuli) gde su
elektroni i jezgra atoma nosici naelektrisanja u pokretu. Protoni imaju
magnetni moment, ali je on znatno manji od magnetnog momenta
elektrona. Elektroni u atomu vrSe slozeno kretanje koje se moze opisati
obrtanjem elektrona oko sopstvene ose, odakle potice magnetni moment
spina (lekcija 10) i kretanjem po orbiti oko jezgra, odakle poti¢e orbitni
magnetni moment (lekcija 6). Makroskopski gledano, sve elementarne
magnetne momente je moguce pripisati elementarnim mikro strujama koje
teku u materiji obrazujuc¢i mnostvo elementarnih strunih kontura.

Ampere je prvi pretpostavio postajanje ovakvih struja koje su zato nazvane
Ampéreove mikrostruje. Hipoteza o mikrostrujama je postavljena znatno
pre otkri¢a elektrona, a u to doba nije bilo mogucée objasniti odrzavanje
ovih struja bez utroska spoljasnje energije.

U odsustvu spoljasnjeg magnetnog polja magnetni momenti elementarnih
strujnih kontura su orijentisani u svim pravcima tako da se ne primecuju
bilo kakvi makroskopski efekti (izuzev kod stalnih magneta). Medutim,
kad se materija unese u strano polje, zbog dejstva elektromagnetnih sila,
elementarne strujne konture teZze da se postave u polozaj pri kome ¢e se
pravci i smerovi vektora magnetnog polja mikro i makro struja podudariti.

Zbog termikog kretanja M =0 O_. G_’ O_.
uredivanje elementarnih é
strujnih kontura nije pot- %' '290_‘ G_.G_. 6_.

puno, ali je makroskopski
M>0 { )* f }-’ { )*
Makroskopska veli¢ina kojom se karakteriSe

efekat razlicit od nule.

. - . o -1 _
namagnecenost ili nenamagnecenost materije je M =—zm

. . : o AV
zapreminska gustina magnetnih momenata ili AV
vektor magnetizacije. Jedinica za ovu makro- Am? A
skopsku veli¢inu se dobija iz definicije [M]= ==
magnetnog momenta. m
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47. Vezane struje

Kad je materija namagnetisana zapreminska gustina magnetnog momenta
je veta od nule i deo zapremine ima odredeni magnetni moment.
Elementarni magnetni dipoli potic¢u od elementarnih strujnih kontura.

e Ako je namagnetisavanje homogeno, magnet-
izacija je u svim tackama dela zapremine ista i
jaCine struja elementarnih kontura su jednake.
Moze da se uoci da se struje u susednim strani-
cama kontura medusobno ponistavaju. Konture
na granicama zapreminine nemaju odgovarajuce
susede koji bi ponistili struju u grani¢noj stranici.
Deo zapremine je u magnetnom smislu ekvi-
valentan povrsinskoj struji, oblika trake, koja tece
samo po obodu. Mnostvo elementarnih strujnih
kontura se mozZe zameniti jednom konturom i
odgovaraju¢im magnetnim dipolnim momentom.

din=MdV, dmn=MdSdz, dm=dI,dS [>

Jac¢ina i poduzna gustina nastale povrsinske struje Jg, =dlg, /dz
se dobijaju izjednaCavanjem dva izraza za oM
magnetni moment strujne konture . Sa —

Za vektorski oblik se uobicajeno koristi jedini¢ni Jo o Mixh
vektor spoljasnje normale na povr$inu. Sa

Iz vektorskog zapisa je jasno da ove struje ne teku po osnovama
elementarne zapremine gde su magnetizacija i jedini¢na normala paralelni
vektori 1 gde je njihov vektorski proizvod jednak nuli. Pomalo je neobicno
$to u ovom slucaju ni jedno pojedinacno naelektrisanje ne obide celu
konturu. Naprotiv, svako naelektrisanje ima svoju zatvorenu putanju
unutar atoma, a sva naelektrisanja zajedno, deo po deo, formiraju
makroskopsku struju koja tece po povrsini namagnetisanog tela.

e Ako namagnetisavanje nije homogeno, tada se ZT M
magnetizacija menja od tacke do tacke. Zbog
razlike u magnetizaciji, koja postoji izmedu dva

ol
i
|

susedna elementarna dela zapremine, struje faads =7

elementarnih kontura se neée u potpunosti /%%E j—’y
» . ., . . —=

ponistavati. Javice se struje unutar zapremine. X dy

Neka se magnetizacija povecava u y-pravcu i z-pravcu. Na grani¢nim

povrSinama normalnim na te pravce pojavljuju se struje tako da jednacina
kontinuiteta (Kirchhoffov zakon) bude zadovoljena.
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Prema formuli za jac¢inu povrSinske struje u z T [
slucaju homogene magnetizacije je l/ I
_l_,L

arl,=dM_ dz i -dI},=dM dy. “ y

Ovde se umesto konstantnog vektora magnetizacije koristi pritastaj koji
nastaje od jedne do druge elementarne zapremine po pravcu y -ose,

odnosno po pravcu z -ose.

" M. (y+dy)-M, oM .
ar?, = (M..(y +dy) - M. (7)) dz = =L g; (y)dzdyzgdzdy

Sdll, = (M, (z 4 dz) - M, (2))dy = M,E+d2) "M@ g, M g,
dz oz
Zbir dobijena dva doprinosa daje jafinu oM. oM,
struje  koja teCe u pravcu x-ose, tj. xa :( P == Py jdzdy
normalno na elementarnu povrSinu koju Y
grade priraStaji nezavisno promeljivih po oM. oM
kojima se magnetizacija menja. Odatle se ==
dobija jedna komponenta gustine struje. oy 0z
Za ukupnu struju postupak treba ponoviti i} - -
za jo$ dve komponente J , i J, . J, =Tt M

Ova struja zadovoljavaja jednacinu kontinuiteta, jer je divergencija rotora
uvek jednaka nuli. Prostorni izvod (rotor) je jednak nuli kad je
magnetizacija homogena (konstantna u prostoru), pa u materiji ostaju samo
povrsinski vezane struje.

Magnetno polje koje stvaraju slobodne tj. makroskopske struje u prisustvu
materije moze da se analizira kao polje u vakuumu koje je nastalo
istovremenim dejstvom makroskopskih struja i vezanih struja. Vezane
struje (kao vezana naelektrisanja u elektrostatici) je termin koji stalno treba
da podseca da se radi o Ampereovim mikrostrujama koje stvaraju
magnetno polje po istim zakonima kao i makrostruje ili slobodne struje.

. - - - M xR
dn=Mdv » A= mixR ) A=Z—:E’J:TdV

Wi-[aar o d=fefLay oy Gtaflegy b [Tugs
vV 14

o
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48. Analogija izmedu magnetnog i elektri¢nog dipola

U elektrostatickom polju uticaj materije je zamenjivan elementarnim
elektricnim dipolima (Sveska I), §to je analogno prikazanom postupku. Do
izvedenih izraza za vezane struje moze da se dode i strogo matematickim
putem, preuredivanjem integrala za magnetni vektor potencijal. Puno lepe
matematike nije dovoljan razlog da ovo izvodenje bude prikazano. Fizicki
zasnovano izvodenje je sasvim dovoljno.

Magnetostatika

Elektostatika

Magnetni moment

Elektriéni moment

m=18 p=qd
Magnetni vektor potencijal Elektri¢ni skalar potencijal
< _ Py mX R 0= 1 13_[3
C4n R 4ng, R’
2
A :Msine __4d 5 cos0
¢ 4712 4neyr
B=rotA Ez—grad(p
Magnetno polje dipola Elektricno polje dipola
— “’0 1 LA A - & 1 1 - A\ N =
B="0_"T13(mR)R- E= —[3(pR)R
b (30 AR~ ] e R SPRR=F]
B =" (2c0s07+5in06) E=—L_(2c0s07+5in00)
4nr gy
dii =M dv dp=PdV
Vektor magnetizacije Vektor polarizacije
-1 - =]
M=—>"j P=—>p
AV 4 AV ;
Vezane struje Vezana naelektrisanja
J, =tot M p, =—divP
Jo, = i xi 5
a=tof MR 4y
4nY, R
v
Y\ f"/( -\
.\\--_\\____ Jlfl .‘"\V\—_{-/_-‘/
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49. UopSteni Ampereov zakon i magnetizaciono polje

Makrostruje podrazumevaju prenos slobodnih naelektrisanja, pa se Cesto
koristi naziv slobodne struje. Mikrostruje poti¢u od namagnetisanosti
materije i rezultat su uredivanja elementarnih magnetnih dipola, pa se
nazivaju vezane struje. Magnetno polje ravnopravno potice od svih struja.
U tom svetlu u izraz za Ampereov zakon treba dodati jacine, odnosno
gustine mikrostruja.

Homogeno . Nehomogeno
namagnetisana materija namagnetisana materija
§BAI =y Y (1+15,) L rotB=7+7,
c Mo
§Bdl =H021+H0§Mdl irotl§:j+rot]\71
c c Mo
1 = ).~ U
§(—B—M]dl =1 ro{iB—MJzJ
v \Ho Lo
Uopsteni Ampereov zakon Uopsteni Ampeéreov zakon
u integralnom obliku u diferencijalnom obliku
§Hdl =Zl rotH =J
c

Ovde je uveden novi vektor koji je Maxwell oznacio sa H (lekcija 1).
Vektor je nazvan magnetizaciono polje (ja¢ina magnetnog polja, prilog A).

Prekookeanski istrazivaci su (kao i uvek) bili 1

" oL , H=—B-M
zasluzni za unoSenje zabune kad su ovaj ™
vektor nazvali magnetno polje. Tada su morali
da izmisle drugi naziv za vektor B. Tako su B=po(H +M)

nastali termini kao gustina magnetnog fluksa
ili jo§ gore vektor magnetne indukcije,
posebno S§to termin magnetna indukcija ima [H]= A
sasvim drugo znacenje u elektromagnetici. m

Magnetizaciono polje potice iskljucivo od
slobodnih tj. makroskopskih struja i zato
kontura integraljenja moze da prolazi kroz
povrSine diskontinuiteta. UopSteni Ampéreov
zakon je primenljiv na homogeno i ne-
homogeno namagnetisane sredine.
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50. Linearne magnetne sredine

Na prvi pogled zapis uostenog Rotor - Ampéreov zakon
Ampereovog zakona je isti kao i = - .
zapis originalnog zakona, samo rot B =/ rotH =J
§to je uvedena smena B = MoH Divergencija - izvornost polja
Meduti N | I .= .
edutim, u opstem slucaju ova divE—0 div T = —div i

dva polja nisu kolinearna.

To se odmah vidi iz izraza za divergenciju ova dva polja. Pomenutom
smenom bi se dobilo da je divergencija magnetizacionog polja jednaka
nuli, $to nije tacno. Samo kad je divergencija vektora magnetizacije
jednaka nuli vektori magnetnog i magnetizacionog polja su kolinearni. U

vakuumu je M =0 paje B= uOI:I , kao §to je u elektrostatici D = SOE .

Kod ve¢ine materijala magnetizaciju odrzava strano magnetno polje. Po
prestanku delovanja polja, magnetizacija iSCezava. Tacnije, magnetizacija

je direktno proporcionalna jatini magnetnog polja, M = Lom H . Ovakvi
materijali su linearni. Koeficijent proporcionalnosti %, je magnetna

susceptibilnost. Kao $to se u elektrostatici uvodi relativna permeativnost,
tako se ovde uvodi relativna permeabilnost, koja je kao i magnetna
susceptibilnost bezdimenziona veli¢ina.

Magnetostatika ‘ W ‘ Elektrostatika
B =y (H + M) | D=g,E+P
magnetna Susceptibilnost elektricna
- ~ | - -

Z{/[ =ttt - Linearnost }z = Lok -
B=p,(1+y,)H | D=g,(1+y,)E
permeabilnost Relativna permeativnost

R =142, e, =1+%,
E = “OHrI:I [j = SOSrE
B=pH Konstitutivna veza D=¢E

Ampéreov  Uopsteni zakon  Gaussov

rotH =J divD=p
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1z osnovnih jednacina za polja u Magnetostatika Elektrostatika
llneamlm §rgd1nama - b.ez divB=0 divD=0
slobodnih struja i naelektrisanja o L
J=0 i p=0 rot H =0 rotE=0
uoCava se paralela izmedu Iiz K OHf KoM 1? =&k t P
elektri¢nih i magnetnih velicina. M=y,H P=gy B

Tako se dobija sledeca transkripcija:

Be D HoE P oM Ko <> &g Xm < Xe

51. Homogeno namagnetisana sfera

Odredivanje magnetnog polja homogeno Namagnetisana sfera
namagnetisane sfere (M =const.) ili T —rot M =0
elektricnog polja homogeno polarisane {a rofMA 0 s
sfere (P =const.) su matematicki sloZeni Jsa =M x11=Msin0¢
problemi. Vezane struje tj. vezana Polarisana sfera
naelektrisanja nemaju homogenu raspodelu p. =—divP=0

po povrsini sfere, §to otezava primenu '
osnovnih zakona u integralnom obliku.

n, = Pii=Pcos0

Ipak, kad se radi o odredivanju polja u unutras$njosti sfere do reSenja se
moze do¢i na jednostavan nacin. Uniformno polarisana sfera se moze
predstaviti pomocu dve zapreminske gustine naelektrisanja. Bez
polarizacije dejstvo naelektrisanja je kompletno ponisteno.

Kad je materijal polarisan sva pozitivna naelektrisanja AOET
se malo pomere u pravcu polarizacije, a sva negativna N

T . = 1
u suprotnom pravcu. Dve sfere se vise ne preklapaju u P d

potpunosti. Naelektrisanja na sfernim kapama su
zaprvo vezana povrsinska naelektrisanja.
U oblasti preklapanja, 7,7, <a, elektricno polje nastaje superponiraju¢im

Doy

delovanjem dve homogeno naelektrisane sfere.

.- q F-F _ qd 1 _ PV 1 P 4nd® 1
By = n__ed 1V 1 P
ne, a dne a 4me a 4ne, 3a 3g,
. L - e L
Magnetno polje E=——p @ H=——uM=—M
se dobija 3, 3 3
upotrebom gore w ¥

navedene ~ -~ 2. - . )
transkripcije. D=gE+P ng ﬁ> B=pH +u M :EMOM
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52. Vezane struje u pravom provodniku

Za primenu uopstenog Ampéreovog zakona formira se zami$ljena kontura
bas kao i kod originalnog oblika. Kroz prvolinijski provodnik neograni¢ene
duZzine i poluprecnika a, koji se nalazi u slobodnom prostoru, protice
uniformno raspodeljena stalna struja jacine /. ZamiSljena kruzna kontura
polupre¢nika » ima centar na osi provodnika.

Uopsteni oblik Ampéreovog zakona
(Iekcija 49)

§Hdi=]’id§
C S

primenjen na kruznicu » <a, a zatim
i r>a (lekcija 22).

Magnetizacija je direktno srazmerna
magnetizacionom  polju jer je
provodnik nacinjen od linearnog
materijala (lekcija 50),

M=y,H.
Van provodnika je y, =0.

Magnetizacionom polju je direktno
srazmerno i magnetno polje,

B =puo(H +M) =y 1+, )H =pH .
Sto daje poznat rezultat (lekcija 22).

Gustine vezanih struja se dobijaju
pomocu ranije izvedenih formula
(lekcija 47). Potrebno odrediti rotor
vektora magnetizacije (lekcija 49) u
polarno-cilindri¢nim koordinatama,

rot (ré) =2z,

Kona¢no se dobija ukupna jaCina
vezane struje.

H:
—I é, rza
2nr
I A
Lo %9, r<a
- 2T a
M =
6, rza
2
M0(1+Xm)] 1 é
- 2nr a
B=
Mol
2nr
J, =rotA;I=X’”£2
na

I,=J,a'n+Jg2an=0

U unutrasnjosti provodnika magnetno polje je srazmerno permeabilnosti
materijala p. Medutim, susceptibilnost je veoma mala veli¢ina, |y, [<<1,

pa je vrlo tacno ako se za provodnike usvoji p =, (lekcija 22), osim ako

se ne radi o grupi materijala koji su poznati kao feromagnetici.
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53. Magnetno polje solenoida - elektromagnet

Uticaj Ampeéreovih mikrostruja u

homogeno namagnetisanoj materiji

se svodi na uticaj povrSinskih struja, J |y
jer je o

M =const. = rotM =0 = J, =0. \ |

Neka se u unutrasnjosti veoma dugog solenoida nalazi cilindri¢no jezgro.
Magnetizaciono polje dugog solenoida (L >>a) bez jezgra (lekcija 38)
se dobija primenom Ampéreovog zakona.

fAadar =N 1> =
S L

U izrazu za polje se pojavljuje jacina struje pomnoZena brojem zavojaka
po jedinici duzine solenoida, $to je u krajnjem zapravo poduzna gustina
makroskopske struje. Odavde sledi da je

NI NI
Bmakro = HOH = “OL D Bmakro = HOJS ’ JS = T

Ovo magnetno polje ureduje elementarne magnente momente u materijalu
jezgra i pojavljuje se makroskopski efekat u vidu magnetizacije. Vektor
magnetizacije je paralelean osi solenoida i u svim tackama ima istu
vrednost. Osim kod posebne grupe materijala (feromagnetici), linije polja
vektora magnetizacije u svenu lice na linijje magnetnog polja. Dejstva
mikrostruja u susednim domenima u unutra$njosti jezgra se medusobno
potiru i ostaje samo struja po povrsini jezgra. Ova povrSinska struja takode
stvara magnetno polje.

JSa =| M X ﬁ |= M [> Bmikro = HOJSa

Ukupno magnetno polje je zbir magnetnih polja nastalih od svake od struja
posebno. Uopste, magnetno polje moze da se izraCunava kao polje u
vakuumu nastalo jednovremenim delovanjem makro i mikrostruja.

NI
B:Bmakro +Bmikro = IVLO(JS +JSa) = MO(T+M)’

odnosno,

B =p(H+M)=p,(H +7,,H) = po(1+7,)H = pop, H = pH .

Ako je 1y, >0 (paramagnetici) ukupno polje bie pojacano, a ako je

% <0 ukupno polje bice oslabljeno (diamagnetici).
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54. Graniéni uslovi

Grani¢ne uslove za magnetno polje na razdvojnoj povrsini dva magnetika
je moguce izvesti iz opstih zakona, kao $to je to uradeno za grani¢ne uslove
u elektrostatickom ili stacionarnom strujnom polju.

B2n B2 Ha HZn Hz
AS o, Al
Ah—0 B e Ah 0
- >
B, /| By, (TR H, H, H,, Eﬁ
a, e s
B |

Kad se zakon o konzervaciji magnetnog fluksa primeni za elementarnu za-
tvorenu povrSinu oblika valjka, ¢ije su osnovice paralelne razdvojnoj po-
vrsini i Cija visina tezi nuli, dobija se da su normalne komponente mag-
netnog polja sa obe strane razdvojne povrSine su medusobno jednake.

§Bds =0 > BAS,—BAS,=0 > | B,-B,,=0

Veza izmedu tangencijalnih komponenti vektora magnetizacionog polja se
dobija primenom Ampeéreovog zakona na elementarnu zatvorenu konturu
oblika pravougaonika ¢ije su dve stranice paralelne razdvojnoj povrsini i
¢ija visina tezi nuli.

fadl=[JdS D> HA-H,M=JAIN [>| H,—H, =J

Posto je fluks magnetnog polja kroz povrsinu koja je ogranic¢ena konturom
¢ija visina tezi nuli jednak nuli, to na osnovu definicije magnetnog vektor
potencijala (Iekcija 39) sledi da su tangencijalne komponente jednake.

§ jrotAdS deS D, > | 4,-4,=0
C

U magnetostatici je divergencija magnetnog vektor potencijala jednaka
nuli, pa odatle sledi da su i normalne komponente ovog vektora jednake.

[divddy =§dds =0 > | 4, -4, =0

Ako po razdvojnoj povrsini ne teku povrSinske struje i ako su obe sredine
linearne dobijaju se veze izmedu preostalih komponenti polja.

Js=0 > Wy, =y H,y, > tanoy _ Wy
B=uH W By =Wy By, tano,  ,
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Za ilustraciju primene grani¢nih uslova najbolji je primer neograni¢enog
provodnika sa stalnom strujom koji lezi na samoj razdvojnoj povrsini dva
magnetna materijala. Kao i ranije, treba zociti analogiju koja postoji sa
odgovarajué¢im elektrostatickim problemom.

Magnetostatika Elektrostatika

Linije polja

Koncentri¢ne kruznice

Radijalni zraci

Na grani¢noj povrsini postoje samo
normalne komponente tangencijalne komponente

B, =B, E, =Ey
B, =B, E\ =E,
wH, =u,H, &,D, =¢D,
Uopsteni zakon Ampéreov UopSteni zakon Gaussov
fad =1 §DdS =¢
c c
Hnr+H,mr=1 D2mr* + D21’ = ¢
H, = hH1 D, = 8_2D1
K €
H, (1+ﬂjnr =1 D, (1+8—2j2nr2 =g
Uy &
_ K I _ € 4q
1= D, = 2
Ty + 1) 7 2n(e +&,) r
_ t I _ €) 49
2= DZ - 2
Ty +1y) 7 2n(e +&,) r
My __ ! 4
T +1y) r 2n(e, +8,) r’
Ako je p =p, =p, Ako je & =¢, =¢,
B= Mo I E= 1 g
2nr

4me, r?
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55. Dijamagnetici, paramagnetici i feromagnetici

Za razliku od elektricne polarizacije, koja je uvek istog smera kao i
spoljasnje elektricno polje, magnetna polarizacija tj. magnetizacija moze
biti istog ili suprotnog smera u odnosu na spolja$nje magnetno polje.

Materijali kod kojih se indukuju magnetni dipolni momenti suprotnog
smera u odnosu na spoljasnje polje imaju negativnu susceptibilnost (lekcija
50) i to su dijamagnetni materijali (Grk: oo - kroz, popreko). Sam termin
potice iz vremena prvih eksperimenata, kad je primeceno da se uzorak
materijala oblika Stapa okre¢e popreCno u odnosu na pravac polja.
Dijamagnetizam je posledica uredivanja atomskih orbita (lekcija 24) i vazi
za sve atome, samo $to je kod nekih materijala ovaj efekat zamaskiran
znatno snaznijim efektom koji je nazvan paramagnetizam.

Materijali sa pozitivnom magnetnom susceptibilnos¢u su paramagnetici
(Grk: mapd - pored, blizu, kao). Elementarni magnetni dipoli se u stranom
magnetnom polju postavljaju paralelno sa poljem. Paramagnetizam je
posledica uredivanja magnetnih momenata spina (lekcija 10). Kako je
magnetni momenat spina lakSe zaokrenuti nego magnetni moment cele
orbite ovaj efekat je snazniji od dijamagnetizma. Svaki elektron je
magnetni dipol za sebe i trebalo bi ocekivati da je i paramagnetizam
univerzalna pojava. Medutim, elektroni u atomima su uvek u parovima sa
suprotnim spinovima (princip iskljucenja), pa je magnetni moment takve
kombinacije neutralisan. Zato se paramagnetizam pojavljuje samo u
atomima (molekulima) sa neparnim brojem elektrona. Dijamagnetizam je,
iz istog razloga, i pored toga Sto uvek postoji, primetan samo kod atoma sa
parnim brojem elektrona.

Svega nekoliko supstanci, od kojih je najpoznatije gvozde, €ini grupu
feromagnetika (Lat: ferrum -  gvozde). Ove supstance zadrzavaju
magnetizaciju i po prestanku delovanja spoljasnjeg polja. Sta vige,
magnetizacija feromagnetika je odredena istorijom magnecenja, a ne
trenutnom vrednoscu polja. Stalni magneti su tipacan primer (prilog C).

Magnetici |
I I
[ |

Dijamagnetici Paramagnetici Feromagnetici
Am <0, p,. <1 Ym >0, 1, >1 w, >>1

Voda Vazduh Gvozde

Bakar Aluminijum Nikl

Zlato Platina Kobalt
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56. Magnetna susceptibilnost dijamagnetika

Na elektron, koji oko jezgra kruzi po orbiti
polupre¢nika 7, deluje centripetalna sila koja je
uravnotezena sa privlacnom elektricnom silom.
Kad se atom nalazi u stranom magnetnom polju
dodatno se pojavljuje i magnetna sila. Neka je
pravac magnetnog polja upravan na orbitu.

Magnetna sila je u pravcu koji spaja elektron i jezgro, a smer zavisi od
smera stranog magnetnog polja i od smera rotacije elektrona. Prema
smerovima sa slike magnetna sila je usmerena kao i elektri¢na (lekcija 11).

Da bi elektron ostao na svojoj B=0 B>0
orbiti centripetalna sila mora biti F.=F, F.=F,+F,
veca, a to znaCi da c¢e elektron ) )
ubrzati kretanje. Promena brzine m X =F m, L =F +evB
dovodi i do promene orbitalnog r r
dipolnog magnetnog momenta - e . - e .

.. My =——"rV,Zz m =——rvz
elektrona (lekcija 6). 2 2

Promena brzine v, —v, >0 je mala (tako da je v, +v, ®2v,) 1 moZe da se
odredi oduzimanjem jednacina ravnoteze.

m m cr
evB=—¢% (vl2 —vé)z—c 2v, (v, = v) > Vi =V, =—2 .
r r m

€

Promena dipolnog momenta, koja zapravo prouzrokuje magnetizaciju, se
dobija oduzimanjem odgovarajucih izraza, i o€igledno je suprotnog smera
od smera stranog magnetnog polja,
L e . . er
my—my=——rv, —v,)z > my—my=— B.
2 4m,

Za drugi smer rotacije elektrona magnetni moment bio bi orijentisan
suprotno. Magnetna sila bi takode imala suprotan smer. Da bi elektron
ostao na orbiti, centripetalna sila mora biti manja, tj. elektron ¢e usporiti
svoje obrtanje, v, —v, <0, i promena dipolnog momenta ¢e ponovo biti

suprotnog smera od smera stranog magnetnog polja.
Konacno, sada je moguce odrediti magnetnu susceptibilnost (Iekcija 50),

M B g Moz 3 €
H B BV 167 m,r

Xm

Na primer, za zlato je »=135pm, pa sledi da je , =—1.57-107, §to je
iznenadujuée tacno (tipicna vrednost za dijamagnetike) jer je rezultat
dobijen metodama klasi¢ne elektromagnetike.
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57. Feromagnetici

Kod dijamagnetika i paramagnetika elementarni dipoli su u uredenom
poretku dok deluje strano magnetno polje. Feromagneticima nije potrebno
strano magnetno polje da odrze magnetizaciju. Uvek postoji neka
uredenost dipola koja je od ranije zapamcéena. Feromagnetizam, kao i
paramagnetizam, poc€iva na uredivanju magnetnih momentata spina
neuparenih elektrona. Medutim, kod feromagnetika postoji interakcija
izmedu susednih elementarnih dipola i to ih ¢ini bitno drugacijim od
paramagnetika. U okviru mikroskopski malih domena svaki elementarni
dipol se orijentiSe kao i njegov sused, ali sami domeni su rasporedeni
haoti¢no tako da se njihova magnetna polja ponistavaju.

Neka je na samom pocetku materijal nenamagnetisan. UnoSenjem
materijala u strano magnetno polje pocinje prvobitno magnecenje. Ovaj
proces nije linearan i nije reverzibilan.

Teznji magnetnog polja da uredi dipole (lekcija
04) suprostavlja se teznja dipola da bude
usmeren kao sused. Popustaju prvo dipoli koji su
skoro u pravcu polja. Na taj nacin granice
domena se Sire tj. raste broj domena orijentisanih
u pravcu polja. Na kraju procesa magnetizacije
samo jedan domen zauzima celu zapreminu.

Sa porastom magnetizacionog polja vrlo brzo B
raste 1 magnetno polje, ali samo do prevojne

tacke. Nakon toga, porast vrednosti magnetnog

polja je znatno usporen, postaje linearan i
priblizava se grani¢noj vrednosti. Grani¢na 0 H
vrednost odgovara zasi¢enju tj. pojavi da su svi
elementarni magnetni momenti u materiji u
orijentisani u pravcu spoljasnjeg polja. Tada je
magnetizacija maksimalna, M =M., .

Mmax

>

B=poH +poM [> B=pyH +const 0 H

max

Magnetna permeabilnost feromagnetika nije konstantna veliCina jer veza
izmedu vektora M i H nije linearna. Za svaku tacku na krivoj prvobitnog
magneéenja magnetna permeabilnost ima drugu vrednost, pa se zato
definiSe diferncijalna magnetna permeabilnost p,. Prava koja dodiruje
krivu magnecenja u prevojnoj tacki dovodi do ideje da je, pri vecem broju
prakti¢nih proracuna, feromagnetike moguce linearizovati. Koeficijent
pravca te prave je 'magnetna permeabilnost' .
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58. Curieova temperatura

Feromagnetici imaju jo§ jednu vaznu karakteristiku. Magnetna perme-
abilnost feromagnetika zavisi od temperature. Naime, spontana paralelnost
vektora magnetnih momenata svih atoma je osobina feromagnetika samo
do odredene temperature.

U oblasti spontane magnetizacije magnetna
permeabilnost feromagnetika raste sa porastom
temperature, dostize maksimum i zatim naglo
opada.

Kritiénu temperaturu je eksperimentalno Metal T.[K] 7,[K]
odredio Piere Curie po kome je i nazvana
Curiejeva temperatura. Iznad te temperature
feromagnetik je paramagnetik.

Gvozde | 1043 1808
Nikl 627 1728
Kobalt 1388 1768

Poredenjem Curiejeve temperature 7, sa temperaturom topljenja 7, dolazi

se do zakljucka da se usijano jezgro Zemlje ne ponasa kao feromagnetik.

59. Magnecenje feromagnetika

Ako se prilikom snimanja prvobitne krive magnecenja u jednom trenutku
jaCina spoljasnjeg polja smanji za AH , smanji¢e se i jaCina magnetnog
polja za AB, ali neCe imati prethodnu vrednost ve¢ nesto vecu od
ocekivane. U stvari, zbog smanjenja jacine spoljaSnjeg polja nece bas svi
elementarni magnetni momenti, koji su ranije bili usmereni, ponovo
zauzeti prethodni haotiCan prostorni raspored. Materija je upamtila

prethodno magnecenje. JaCine vektora B i M ne zavise samo od jacine

vektora H u trenutku posmatranja, vec¢ i od istorije magneéenja. Ako se
zatim jaCina spoljasnjeg polja ponovo poveca za istu vrednost AH ,
povecace se i jaCina magnetnog polja ali za neko AB koje je vrlo malo
razli¢ito od prethodnog.

Na grafiku funkcije prvobitnog magnecenja B
primeéuje se jedna petlja koja postaje

zatvorena kad se ciklus smanjenje-povecanje é/
ponovi vise puta. Ova pojava se naziva //
histerezis (Grk: histerezio - kasnjenje). 0 H
Koeficijent prave koja prolazi kroz vrhove ove

petlje definiSe reverzibilnu (Nlat: reversibilis - K, =

AB
povratan) magnetnu permeabilnost. AH
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60. Histerezis

Ako posle dostizanja maksimalne magnetizacije, M magnetizaciono

max °
polje pocne da opada od svog maksimuma H , ka nuli, opadace i
magnetno polje, ali ne po krivoj prvobitnog magneéenja. Kad jacina
magnetizacionog polja dostigne nultu vrednost, magnetno polje zadrzava
izvesnu vrednost B, koja je nazvana remanentna (ili rezidualna)
magnetizacija (Lat: remanens - koji ostaje). To je zapravo magnetno polje
koje pokazuju stalni magneti. Objasnjenje ove pojave je isto kao i
objasnjenje pojave malog histerezisa na krivoj prvobitnog magnecenja.
Dalje, magnetizaciono polje menja smer i postaje sve jace. Pri nekoj
vrednosti polja elementarni magnentni momenti ¢e statisticki gledano
ponovo biti u haoti¢nom prostornom rasporedu i remanentna magnetizacija
¢e biti jednaka nuli. Magnetizaciono polje u toj tacki je koercitivno polje,
H, (Nlat: coercitivus - prinudan, prisilan). Dalje povecavanje polja
ureduje elementarne magnetne momente u tom smeru sve do postizanja
novog zasi¢enja.

Kad ja¢ina polja promeni smer i kroz nultu BT
vrednost pocne da raste, ceo proces se ponavlja, Y
ali u suprotnom smeru. Tako se dobija skoro B, / @l

zatvorena kriva, koja postaje sasvim zatvorena ol /I~ H
ako se postupak ponovi vise puta. Ova kriva je / @

>

histerezisna petlja (kriva ili ciklus).

Na postojanju remanentne indukcije zasnivaju se svi magnetni zapisi, od
magnetofonske trake do racunarskih diskova. Medutim, presnimavanje
podrazumeva prethodno razmagnecivanje feromagnetika. To se postize
obrnutim postupkom. Ja¢ina magnetnog polja se od najvece vrednosti
smanjuje 1 zatim povecava u suprotnom smeru. U nizu ciklusa najveca
ja¢ina magnetnog polja je uvek manja od prethodne.

To dovodi do sve manjih i manjih histerezisnih B
petlji. Na kraju postupka i remanentna indukcija

je jednaka nuli. Ako je u svakom ciklusu jacina

magnetnog polja sve veca i veca, dolazi se do
maksimalnog magnecenja tj. zasicenja.

Oblik svake od histerezisnih petlji zavisi od najvece jaCine magnetnog
polja za taj ciklus. Kad se vrhovi histerezisnih petlji spoje dobija se
osnovna kriva magnecenja koja se malo razlikuje od krive prvobitnog
magneéenja, medutim bas se ova kriva daje kao karakteristika fero-
magnetika. Podaci za remanentnu magnetizaciju i koercitivno polje
uzimaju se na osnovu krive magnecenja u uslovima zasi¢enja materijala.
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61. Podela feromagnetika

Na osnovu oblika histerezisne petlje feromagnetici su podeljeni u dve
osnovne grupe.

B B
| Feromagnetici | / ’7
| H, — — | H
| Meki | | Twedi | A/
j ¢ )

Kod mekih feromagnetika histerezisna petlja je veoma uska, dok je kod
tvrdih feromagnetika ova petlja Siroka, a posledi¢no jacina koercitivnog
polja je velika. Zbog svojih osobina, pre svega velike pocetne i velike
maksimalne magnetne permeabilnosti, meki feromagnetici se koriste za
gradnju elektri¢nih masina i svih vrsta transformatora. U primeni fero-
magnetni materijali su izloZeni stalnom naizmeni¢nom magneéenju §to
prourzokuje dve vrste gubitaka i smanjenje efikasnosti elektricne masine.
Prvo, to su gubici usled histerezisa koji su proporcionalni povrSini
histerezisne petlje, pa je pozeljno da ova petlja bude $to uza. Drugo, to su
gubici usled vrtloznih struja pa je pozeljno da feromagnetik ima Sto ve¢u
specificnu otpornost. NajceS¢e se ovaj zahtev ostvaruje konstruktivno. U
energetici se feromagnetna jezgra grade od tankih limova koji su
medusobno izolovani, dok se u elektronici velika specifi¢na otpornost
postize presovanjem feromagnetnog praha sa izolacionim vezivnim
materijalom.

Materijal Tvrdocéa TR B, [T] H_[A/m]
Superperalloy™ mek 100000.0 0.6 0.4
Gvozde mek 25000.0 1.4 4.0
Celik tvrd 40.0 0.7 5000.0
Barijum-ferit tvrd 1.0 0.2 250000.0

*79%-Ni, 15%-Fe, 5%-Mo, 1%-Mn.

Sa druge strane, u proizvodnji stalnih (permanentnih) magneta i uredaja
kod kojih se magnetno polje ne menja, karakteristike kao $to su linearnost i
velika specifi¢na otpornost nemaju nikakav prakticni znacaj. Ovi materijali

treba da imaju $to vec¢u remanentnu magnetnu indukciju, B, , i $to vecu

jacinu koercitivnog magnetnog polja, H,.. Proizvod ove dve veliine

karakteriSe kvalitet materijala za ove primene. Ocigledno, ovaj uslov
zadovoljavaju tvrdi feromagnetici.
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62. Teorema lika u ravnom feromagnetnom ogledalu

Poseban slucaj grani¢nih uslova (lekcija 54) je kad je jedna sredina
feromagnetna, a druga nije. Magnetna permeabilnost feromagnetika je
nelinearna funkcija magnetizacionog polja ali je uvek znatno veéa od
permeabilnosti vazduha. Na primer, neka je p, =p, g, =p, 1 4, >>,. Iz

zakona prelamanja linija polja,

goy, _ 1
tgo, W

—> 0,

sledi da o, > 0 za sve uglove a,, mada je za o, = ©/2 zakon automatski

zadovoljen. Linije polja u vazdusnom delu prostora ¢e biti skoro normalne
na razdvojnu povrSinu i zatvaraju se preko povrsine feromagnetika.

Paralelno sa ravni, koja razdvaja vazduh i
feromagnetnk, je postavljen neograni¢en
prav provodnik kroz koji proti¢e stalna struja
jac¢ine [ . Da nema feromagnetika linije polja
bile bi koncentri¢ni krugovi. U ovom slucaju
linije polja se deformisu i skoro pod pravim
uglom prodiru ravan razdvajanja.

Medutim, isti oblik linija polja u vazdusnom delu prostora se dobija ako se
feromagnetni materijal ukloni i simetricno sa razdvojnom povrSinom
postavi jos jedan provodnik kroz koji protice struja iste jacine i istog smera
kao u stvarnom provodniku. Problem se tako svodi na odredivanje polja u
okolini dve paralene struje (Iekcija 30).

e Zamena uticaja sredine uvodenjem novog
provodnika je postupak poznat kao primena
teoreme lika u ravnom ogledalu. Teorema je
opSta i moze da se primeni na bilo koju
raspodelu struja u prostoru (lekcija 37).

e Teorema lika je poznata iz elektrostatike
(Sveska I). U elektrostatici se uticaj savrSeno
provodnog poluprostora na raspodelu polja u
ostatku prostora svodi na uticaj negativnih
likova (suprotno naelektrisana tela), a samo
formalno se smatra da je relativna
dielektricna konstanta provodne sredine
mnogo veca od jedan (Sto nije tacno).

e U magnetostatici likovi su pozitivni, a relativna magnetna konstanta polu
prostora je stvarno znatno veca od jedan.
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63. UopsStenje teoreme lika

Dve homogene magnetne sredine p, i M, razdvojene su ravnom
povrSinom 1 ispunjavaju ceo prostor. Paralelno razdvojnoj ravni u sredini
1, nalazi se prav provodnik kroz koji proti€e stalna struja /.

Uticaj susedne sredine p, na polje u sredini 1
n, moguce je zameniti strujom [, = C,/ kroz r
lik provodnika, ali je pri tome ceo prostor Ho 0
ispunjen materijalom p, . Hy
B, B,

B, =2 (1+C))I cosd
2nr

H,= L(1 —C))Isin0®
2mr

Uticaj sredine W, na polje u sredini p,
moguce je zameniti dopunskom strujom kroz
provodnik 7, =C,I, ali je pri tome ceo

prostor ispunjen materijalom L, .

B, =-FL(1+C,)I cosd
2nr

My

HltzL(1+C2)]sin6 " "
2nr B, +C,B,

U tackama na povrsini diskontinuiteta grani¢ni uslovi (lekcija 54) moraju
biti zadovoljeni, te se odatle dobijaju vrednosti za nepoznate konstante.

B\,=B,, = wI+G)=p(1+G) - c-t"H__~
1 - 2

H,=H,, = 1-C =1+C, TR T

e U posebnom slucaju, kad se provodnik optican strujom nalazi u vazduhu
iznad feromagnetne sredine, tada je p, >>u, i W, =p, , paje C =1.

Prema tome, polje u vazduhu je isto kao i polje struje i njenog pozitivnog
lika koji kao da se nalazi u vazduhu (lekcija 62). U feromagnetiku polje ne
postoji jer je C,=-1. Tacnije, linije polja se ipak zatvaraju kroz
feromagnetik, ali kroz veoma tanak povrsinski sloj.

e Drugi poseban slucaj je p, >>p,, tj. C;=-11 C, =1. Polje u sredini

gde je provodnik stvaraju struja i njen negativni lik. U ostalom delu
prostora polje potice od dvostruko jace struje na mestu provodnika.
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64. Magnetni skalar potencijal i magnetne pseudomase

U odsustvu makroskopskih elektri¢nih struja
polje namagnetisane materije je definisano
generalisanim Ampéreovim zakonom,

j:() D rotflzﬁ

Odavde sledi mogucnost da se jacina polja H =—grado,,
predstavi kao degradijent skalarne funkcije
¢,,, kao §to je to uradeno u elektrostatici. divB=0

Naime, rotor gradijenta bilo koje skalarne ] -
funkcije je jednak nuli. Ta funkcija je nazvana le(“O(H +M )):0
magnetni  skalar potencijal. Polje vektora .= .-
magnetnog polja je bezizvorno, pa sledi da su divH =-divM
divergencije vektora magnetizaciong polja i
vektora magnetizacije jednake po apsolutnim
vrednostima, a suprotne po znaku. Ponovo po div M = —p
analogiji sa elektrostatikom, moguce je "
formalno uvesti pojam zapreminske gustine
magnetne pseudomase p,, i od prvog izraza

divH =p,,

div(grade,,)=-p,,

odrediti  divergenciju. Tako se dobija AQ, =Py
Poissonova jednacina u magnetostatici Cije 1
reSenje je analogno reSenju za elektri¢ni skalar Q, =— '[ Pu gy
potencijal u elektrostatici. 4n v R

Ako se relacija za divergenciju magnetnizacionog polja integrali po
zapremini koju magnet zauzima i ako se na integral divergencije primeni
teorema Gauss-Ostrogradskyog, tada leva strana iskazuje fluks vektora
magnetizacionag polja, a desna strana predstavlja magnetnu pseudomasu.
Tako se dobija Gaussov zakon u magnetostatici koji je potpuna analogija
sa odgovaraju¢im zakonom u elektrostatici.

Magnetostatika‘ & ‘Elektrostatika

Poissonova jednacina
div(grad(Pm): —Pm div (grad(p)z —p/S
divH =p,, divD =p
[divizdy =(p,dv [divDdv =[pdr
vV Vv vV vV
Gaussov zakon <

flrldgzqm :ﬁﬁdgzq
s
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Neka je stalni magnet oblika Stapa i neka S, S,
zatvorena povrSina S, obuhvata ceo magnet. U ~ T ,
slobodnom prostoru oko magneta magnetizacija @ ( @ @7
je jednaka nuli (M =0) i algebarski zbir svih =

magnetnih pseudomasa je jednak nuli.

HdS=q, > §MdS=-q,=0 [> ¢,=0

51 S

Primena Gaussovog zakona na zatvorenu povrSinu koja obuhvata
magnetnu masu jednog pola omogucava da se fluks vektora magnetiza-
cionog polja podeli na unutrasnji fluks tj. onaj kroz povrsinu koja preseca
magnet i spoljasnji fluks tj. fluks kroz ostatak zatvorene povrsine.

g, = $HdS = J'de§+jﬁd§=%+8{ﬁd§ > gy = [Am]

S, S,-S, S, Ho

Kod tankih magneta, S, — 0, unutraSnji fluks je zanemarljivo mali, pa se

merenjem spoljasnjeg fluksa priblizno moze odrediti magnetna pseudo-
masa jednog pola. Medutim, upravo taj zanemareni sabirak pokazuje da u
unutrasnjosti magneta postoje izvori (ponori) magnetizacionog polja.

Neka se zamiSljena kontura podudara sa nekom od linija. Cirkulacija
vektora magnetizacionog polja duz te konture je jednaka nuli, jer ne
postoje makroskopske kondukcione struje. Kako je udeo spoljas$njeg dela
konture pozitivan, to udeo dela konture kroz magnet mora biti negativan.
U magnetu su magnetno i magnetizaciono polje suprotnih smerova. Linije
ovog polja izviru iz severnog i uviru u juzni magnetni pol.

Ponovo po analogiji sa elektrostatikom, dolazi se do izraza za magnetni
skalar potencijal tackaste magnetne pseudomase, a odatle i do
Coulombovog zakona za magnetizam.

Magnetostatika| & ‘Elektrostatika

_dm 1 (pzil
" Ay dne r
— 1 q, - ~ 1 g .
H=-gradp, =—-27r D=—-¢gradp=—-—2-r
graao,, 4n 2 graag 4r 2
B=pd =t 9n; Folp-_1l 4.
47'[: ,,«2 e 4758 ]"2
& Coulombov zakon v
= 5_ M 9m9m ~ ) l 49,
F =g B=—2mdmz g F=qF=—- r
m = n 4 1?2 1 4re r?




94 Dejan M. Petkovié

65. Homogeno namagnetisan Stap - stalni magnet

Cilindri¢ni Stap (lekcija 66) duzine L i polupre¢nika @ namagnetisan je u
praveu svoje ose, M =M % . Stap je usamljen u slobodnom prosturu, pa je
van Stapa magnetizacija jdnala nuli, M =0. U Stapu je magnetizacija
konstantna i divergencija ovog vektora je jednaka nuli. To znaci da su
magnetne pseudomase rasporedene po povrSinama osnova i njihova
povrsinska gustina se moze odrediti iz Gaussovog zakona primenljenog na
svaki pol posebno.

frrdS=-[n,das > nm={

M, z=L/2
-M,z=-L/2

Izraz za magnetni skalar potencijal se dobija iz opsteg reSenja Poissonove
jednacine. Za tacke koje pripadaju osi Stapa je

M 2nrdr f 2nrdr
=—|-2dS > = -
P 4mnd R P 471;." 2 _ 2 .[ 2 2|’
s VP +(z=L12)7 3P +(z+L/2)

0

Sto nakon integracije daje

@ngg{Ja2+(z—L/22—\Z—L/2Lahf+(z+L/2f+|z+L/2q.

W 2 )
zZ

Magnetizaciono polje je degradijent potencijala H = —grad ¢, =—
M z+L/2 z+L/2 z—L/2 z—L/2

M . _ N
2| Ja®+(z+L/2y 12+LI2] [+ (z-L/2)> 12-L/2]

Vodeci rauna da je van Stapa magnetizacija jednaka nuli, za magnetno
polje u svim tackama na osi se dobija (lekcije 38 i 53)

uOM[ z+L/2 z—=L/2 }ZA

A

zZ.

B=p,(H+M) [ B=

2 | & +(z+L/2% P +(z-L/2)
1.0 - 1+04
4 00
0.5 a/L=0.1
a/L=10 04
0.0 |- 2L

-05 00 05
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66. Solenoid, stalni magnet i elektromagnet

Magnetno polje u tackama na osi solenoida, elektromagneta i stalnog
magneta se menja po potpuno istom zakonu.

f(2)=

l z+L/2 3 z—L/2 [:’
2| Ja? +(z+ L2  aP+(z—-L/2) |

e Magnetno polje solenoida sa vazduSnim B —uwH
jezgrom (lekcija 38). ﬁ\ .= H f(2).
e Magnetno polje solenoida sa jezgrom od B =
magnetika (lekcija 53). ﬁ\ . =HH f(2).
e Magnetno polje namagnetisanog Stapa tj. S B —uM
stalnog magneta (lekcija 65). [( =M f(2).

e Ako je solenoid namotan oko namagnetisanog Stapa (stalni magnet)
ukupno polje se dobija kao vektorski zbir pojedinacnih polja.

Ocigledno da je solenoid moguce tretirati kao magnet oblika Stapa na ¢ijim
se krajevima nalaze povrSinski raspodeljene magnetne pseudomase
M,, =£NI/L=xH . Ceo proracun je onda potpuno isti kao za homogeno

namagnetisani Stap (lekcija 65). Ako je debljina solenoida znatno manja od
njegove duZine, magnetne mase na polovima se mogu smatrati tackastim,
ceo solenoid kao dipol odgovarju¢eg magnetnog momenta (lekcija 38),

q, =nmS=w=HS=E=2, m=NIS="""L=q L.

L Ko Mo L

Magnetno polje na kraju solenoida (ili stalnog magneta) se dobija iz opste
formule (lekcija 38), a od odatle moze da se dobije i opSti izraz za
magnenu pdeudomasu.

B ooy ML g NS o _2BS a’+ L’
L~ 0 s m_ = .
L ova*+1? L Ho L

Ako su poznate nagnetne pseudomase, svi metodi elektrostatike,
ukljucujucu Coulombov zakon mogu se primeniti i u magnetostatici.

Sila izmedu dva magneta ‘q q‘ ‘ q q |
Izraz - za silu ' 'izrne('iu dva [ . |
dipola se dobija pimenom B P 1
Coulombovog zakona. Izraz je q, q, E, q, q,
izveden na bazi Gilbertovog
modela (lekcija 04) 1 nije ng2 (1 1 2
primenljiv za rastojanja koja " \ 2 (2420 (z+L)

teze nuli.
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67. Sfera od linearnog magnetika

U sferi od linearnog magnetnog materijala
homogeno magnetno polje E’O (ili 1:10)
proizvodi magnetizaciju M o - Ova magne-
tizacija stvara dodatno magnetno polje B,
a ono daje novi doprinos magnetizaciji
M | » koja pak stvara polje Ez 1 tako dalje.

v, Xm B =
M():_BO > 1:
v
fz )
- _Xm B Am | 2 —> B _
M, === 1=—H0(_j 0 2=
u 3 u ,
v, Xm B )
M2:_B2 > 3:
n

Ukupno magnetno polje je zbir svih
pojedina¢nih doprinosa i dobija se kao
zbir geometrijske progresije. Metod
sukcesivnih aproksimacija nije moguce
primeniti za odredivanje polja van
sfere jer polje u spoljasnjem prostoru
nije konstantno.

u homogenom polju

Spoljasnje
polje

B,

B Magnetik

|

Magnetisanje

By,

1
2
Zu. B
3}10“)0

Do istog rezultata se dolazi i pomocu izraza za elektricno polje u sferi od
linearnog dielektrika koja se nalazi u homogenom elektricnom polju, a koji
se dobija iz reSenja Laplaceove jednacine za elektri¢ni skalar potencijal

(Sveska I).
. = 3g, = 7 3u, 4
Magnetno polje E= E, Q} H= H,
se dobija upotrebom e+2¢, A+ 21,
ranije prikazane A
transkripcije é _ 3g, & ;,> é 31, 5
(Iekcija 50). e e+2e, g bR+ 20 1
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68. Sfera od (fero)magnetika u homogenom polju

Sfera polupre¢nika a, naCinjena od homogenog i linearnog magnetika
permeabilnosti p, nalazi se u vazduhu u homogenom polju I:I0 =H,z,
}}0 = ufl o (lekcija 67). Ovo je problem granic¢nih uslova (lekcija 54) koji se

reSava integracijom Laplaceove jednacine za magnetni skalar potencijal.

divB=0 > B=pH >  divE=0 [>  Ag,=0

Problem je potpuno analogan Grani¢ni uslovi
problemu sfere od dielektrika o _

. . 1 (Pm r=a— (pm r=a+
(koja se nalazi u homogenom “ a
elektricnom polju (Sveska I). ) u(3(Pm —u 0o,
Jasno, potrebno je zameniti sve 2 ol . Cor|._,

elektricne veliCine magnetnim
transkriptima.

30 }1_1)130 ¢,,(r,0)=—H,z=—-H,rcos0
Upotrebom ove transkripcije (lekcija 50) iz reSenja za elektri¢ni skalar
potencijal sledi resenje za magnetni skalar potencijal,

3,
H+2p,

Hrcos0, r<a

¢, =

3 .
—HorcoseJr(g) &Horcose, r>a
r) p+2y,

Posto je z=rcosO dobija se da je polje u sferi homogeno i paralelno
spoljasnjem polju (lekcija 67).

- a(P . 3“ -
H=-gradgp, =——22=—"0 _H ;<
g (pm aZ },l+2].,lo 0 r>a,

By = 3up, i, = M5
H+2p, B+ 2p,

r<a.

e Prethodni rezultati se mogu iskoristiti za sferu koja je pre unoSenja u
strano polje prethodno bila homogeno namagnetisana i to paralelno
stranom polju. Dakle, opsta struktura polja bic¢e ista kao i u prethodnom
slu¢aju. Vektori B, HiM suu prostoru sfere kolinearni, pa se moze
pretpostaviti da ¢e raspodela magnetnog skalar potencijala biti oblika

C,rcosb, r<a

G = a)’ .
—HyrcosO+C,| —| rcosO, r>a
r
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Nepoznate konstante C;, i C, potrebno je odrediti iz grani¢nih uslova.

Uslov 3° iz postavke problema je automatski zadovoljen pretpostavljenim
reSenjem. Na povrSini sfere tangencijalne komponente vektora
magnetizacionog polja su jednake Sto se svodi na uslov jednakosti

potencijala 1°. Odatle se dobija prva veza izmedu nepoznatih konstanti,
¢ -C=-H,.

Na povrsini sfere moraju biti jednake i normalne (radijalne) komponente

magnetnog polja. Grani¢ni usov 2° se sada modifikuje jer u unutra$njosti
sfere sada postoji magnetizacija, tj.

B

r

r=a— :Br r=a+ D IVLO(Hr +Mr)

r=a— ZHOH;’

r=a+

odnosno,

—Hoicpm(f’ <a)+pM cosb = —Hogcpm(r >a),
or or

pa sledi druga veza izmedu nepoznatih konstanti,
C,+2C,=M-H,.

Nakon odredivanja konstanti za magnetni skalar potencijal se dobija

(%M—Hojrcose, r<a

(Pm = 3 *
1 a
(—M(—j —Hojrcose, rza
3 r

Van sfere potencijal nastaje kao zbir potencijala primarnog homogenog
polja i polja koje potiCe o namagnetisane sfere. Uticaj namagnetisavanja se
moze zameniti uticajem magnetnog dipola koji je smesten u centru sfere,

1 3 1 -
0,=0, +—M(£) rcos@=0, +—ﬂ, r=a,
3 r 47

3
r

gde je m ekvivalentni magnetni dipolni moment,

ﬁanMz%a%tA;[ > o,=0,+ > cos0

4mr

Polje u okolini sfere ima i1 radijalnu i aksijalnu komponentu. U
unutrasnjosti sfere, gde su svi vektori kolinearni, polje je homogeno kao
$to je to 1 u prethodnom slucaju.
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ﬁ:—i(pm(r<a)2 E’)
Oz

Osnovni par
jednacina
|
|
l l

B=p,(H+M) )

Slabljenje polja u unutra$njosti
sfere formalno se moze povezati sa
magnetnim pseudomasana koje se
nalaze na povrSini feromagnetika
(lekcija 64) 1 koje su izvori (ponori)
magnetizacionog polja.

e Necka je sfera od diamagnetika ili paramagnetika i neka je
nenamagnetisana uneta u strano polje. Tada je namagnetisavanje rezultat
delovanja spoljasnjeg polja. Iz osnovnog para jednacina se dobija:

3(pu— uo)

- - -~ 2 - L1 - -
B= B,+—uM=p H——M M =

wi D> Byt u H(03)> w20,
Dobijeni izraz za vektor magnetizacije je transkript izraza za vektor
polarizacije kod sferere u homogenom elektricnom polju. Odavde sledi da
po prestanku delovanja spoljasnjeg polja magnetizacija is¢ezava. Medutim,
to oCigledno nije tako kod stalnih magneta.

e Neka je sfera od feromagnetika. Iz osnovnog para jednacina je jasno da
polje zavisi ne samo od vrednosti spoljasnjeg polja, ve¢ i od vrednosti
magnetizacije. Kod feromagnetika magnetizacija zavisi od trenutnih
vrednosti spoljasnjeg polja ali i od istorije namagnetisavanja. Eliminacijom
vektora magnetizacije iz osnovnog para jednacina se dobija jednacina
radne prave namagnetisane sfere.

B=-2u,H +3B,

Vrednosti polja polja (radna tacka) se dobijaju u preseku radne prave i
histerezisne petlje.

Istorija namagnetisavanja B
3B,

o Radna tacka A. Pre unosenja u polje sfera
nije bila namagnetisana. B

o Radna tacka B. Pre unoSenja u polje sfera je
bila namagnetisana do zasic¢enja. C

o Radna tacka C. Nakon namagnetisavanja do Hotd
zasi¢enja spoljasnje polje je iskljuceno. 7
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69. Pasivna magnetna zaStita

Permeabila sferna ljuska ¢iji su unutrasnji i
spoljasnji polupre¢nk a 1 b respektivno,
nalazi se homogenom magnetnom polju
FIO =H,z . U spoljasnjem domenu struktura
polja mora biti ista kao i slu¢aju nena-
magnetisane sfere. U unutras$njosti ljuske
polje ¢e ostati homogeno i tezice nuli.

U ovom slucaju postoje
C\H,rcosb, 0<r=<a tri domena i dve grani-
; ¢ne povrsine.
) reos®, as<r<b ¢ (lekcija 68).

0, = DlrcostLDz(g

r
a 3 Nepoznate konstante se

—Hyrcos6+C, (—j rcosf,b<r<o odreduju iz grani¢nih
r uslova.

Grani¢ni uslovi 1° 1 2° izrazavaju neprekidnost tangencijalnih komponenti
H polja, odnosno normalnih komponenti B polja.

1° zar=a D CIHO +C20 _D1 _D2 =0
1° zar=b > CO0 +Cy(a/b} -D, —Dy(alb) =H,
20 zar=a [> CuHy+C,0 —Dyp+D, =0

2 zar=b [> CO0  +C2u,(a/b)’+D pn-D,2u(alb) =—-p,H,

Resenje dobijenih jednacina daje vrednosti ¢, =C Hyz
nepoznatih konstanti, a odatle slede izrazi za

potencijal i polje. Najznacajnije je odrediti Ho_ 09, 5o CH?

polje u unitrasnjosti ljuske tj. za r < a. oz
o,
€=~ 3 2
2n, + Dk, +2)-2(a/b) (1, ~1)
Za velike vrednosti relativne magnetne H 9

permeabilnosti, 1, >>1, izraz za polje dobija H, - 2u, (1-(a /b))
jednostavniji oblik. Za tanke ljuske je a=b i

b—a=d, pa sledi prakti¢na formula iz koje | 34y b

je jasno da je polje u Supljini zanemarljivo. Hy 2pd

Mu-metali (na primer, 77% Ni, 16% Fe, 5% Co i 2% Cr ili Mo) imaju
veliku permeabilnost (i do sto hiljada) i sluze za zaStitu od statickih ili
sporo promenljivih polja.
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70. Efikasnost magnetne zastite

Pocetak zastite od elektromagnetnih polja obicno se vezuje za Faradayev
eksperiment sa peharom (Sveska I) iz 1836. godine. Medutim, to je bio
samo ponovljeni ogled Franklina iz davne 1755. godine. Prvi proracuni
pasivne zastite (oklapanje) od uticaja elektromagnetnih polja poticu sa
kraja deventnaestog (1899) i pocetka dvadesetog veka. Eksperimenti
radeni radi poboljSanja karakteristika feromagnetika doveli su 1914.
godine do otkrica legure permalloy (lekcija 61). Zbog poboljsanja meha-
nickih osobina ovoj leguri je dodat bakar i tako je 1923. godine nastao mu-
metal, prvobitno namenjen proizvodnji kablova. U stvari, radi se o
engleskom zapisu grckog slova p, pa je ispravnije p-metal. Danas se

znatno vise zna o uticaju elektromagnetnih polja na zdravlje, pa postoji
izvesna opsednutnost gradnjom p-soba i p-zgrada - savremenim

verzijama Faradayevog kaveza.

e Kvantitativna mera efiksanosti zastite (Eng.
Shielding Effectiveness) je odnos jacina polja
kad je posmatrana tacka nezaSticena (nema B
oklopa) i kad je zasti¢ena (oklopljena). SE}; =20logSE

H
SEH:‘#

e Ako se indeks (koji se odnosi na magnetizaciono polje) izostavi, prema
usvojenoj definiciji za SE, za sfernu ljusku (lekcija 69) se dobija

g = Ho _ Cu, D1, +2)-2(a/b)’(u, - 1)’ A -1’ (1_(a/b)3 )
H o, u

”

U slucaju tankih ljuski, a~b 1 b—a=d, 2(n, —1)* d
izraz za efikasnost zastite ima oblik iz koga je SE=1+ 3 b

jasno da p.=1 znaci odsustvo zaStitnog s g
oklopa. Za p-metal je p, >>1. SE=1+ Eur n

e Za §ticenje telekomunikacionih kablova, kako je i pocela cela istorija
elektromagnetne zasStite, poseban znaCaj ima proucavanje cilindricnih
ljuski. Sada, kad je jasno o ¢emu se radi, bilo bi pravilnije re¢i oklop. Kad
se radi sa linearnim magneticima, raspodela magnetnog skalar potencijala
(lekcija 64) je odredena resenjem Laplaceove jednacine.

Cilindri¢ni oklop je transverzalno 10/( 00, 1 0%,
postavljen u magnetno polje koje je ;5(” or j 2 202 =0
pre unoSenja cilindra bilo homogeno.

Za veoma dug cilindar (efekti krajeva ®n =TO)R(r)

se zanemaruju) raspodela potencijala R(r)= Ar" + A"

se ne menja u aksijalnom pravcu, pa je )
problem dvodimenzionalan. T(0) = B, cosnb + B, sinnd
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Kao i kod sfernog oklopa, reSenje za potencijal se trazi za tri domena. 1z
opsteg reSenja Laplaceove jednaline treba, kao i prethodnim primerima,
izdvojiti samo ono za n=1. Naime, za bilo koju drugu vrednost
zadovoljavanje svih grani¢nih uslova dovodi do trivijalnih reSenja. Dalje,
reSenje je osno simetricno i treba sacuvati parnost funkcije potencijala. U
unutrasnjosti cilindra (kao §to je to bio slucaj u unutrasnjosti sfere) polje
treba da ostane homogeno, a o¢ekuje se da bude znatno manje jacine.

Kad se odbace ¢lanovi koji
remete konaCnost poten-
cijala za =0 1 za r > 1
ostaje oblik koji sadrzi Cetiri ¢, =1D,rcosO+D,—cos0, a<r<b
nepoznate konstante, a od r

najveéeg interesa je C —H,rcos6+C, 1 cos 0,b<r<oo
(unutrasnjost oklopa). r

C\Hrcos®, 0<r<a

Na povrSinama 7 =a i r =b, koje cilindri¢ni oklop razdvajaju od ostatka
prostora, radijalne (normalane) komponete vektora magnetnog polja i
ugaone (tangencijalne) komponente vektora magnetizacionog polja su
neprekidne.

1° zar=a [> CH, +C,0 -D, -D,(1/a)* =0
1° zar=b [> C0 -C,(/b)* +D, +D,(1/b)* =-H,
2° zar=a > Cu,H,+C,0 —D,u+D,u(l/a)*=0

20 zar=b [>  C0  +Cu,(1/b)*+Du—-Dyu(l/b)* =—p,H,

Nakon Sto se iz dobijenog sistema linearnih jednacina odrede konstante
integracije za magnetni skalar potencijal u Sticenoj oblasti se dobija

4p,
(1, +1* = (a/b)*(n, -1)°

¢,,=C/H,rcos0=— Hyrcosb, r<a.

U unutrasnjosti polje je homogeno i usmereno B P
je isto kao 1 spoljasnje polje. Odatle se dobija i H=-Ln
efikasnost zastite. Dakle, za » <a 0z
0 0 _Hy, 1
H=—5(C1H0rcos6)=—a—Z(C1H02)=—C1HOZ SE_?__E’
odnosno
2 2 2 2

4p, 4u,

Za tankozidni oklop je ax=b i b—a=d, pa se SE=1+ (1, =1’ d
dobija (kao i za sferni oblik) prakti¢na formula. 2u, b
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71. Magnetno polje planete Zemlje

Magnetna igla kompasa se na Zemlji uvek orijentiSe na isti nac¢in. Odavde
se zakljuuje da naSa planeta predstavlja jedan veliki magnet, $to je jos

1600. godine tvrdio Gilbert.

Gilbert je napravio terelu (Lat. Terrella -
mala Zemlja) tj. magnetni model Zemlje
u obliku kugle od oksida gvozdja.
Magnetna igla postavljena u bilo koju
tacku na kugli okrece se uvek isto, bas$
kao i igla kompasa na Zemlji. Magnetno
polje na Zemlji je zbir sopstvenog polja
(95%) 1 stranog polja (5%) u kom se
Zemlja nalazi. Model kugle (lekcija 67)
iako nije adekvatan daje iznenadujuce
tacne rezultate.

Linije magnetnog polja Zemlje imaju
raspored koji bi davao stalni magnet
oblika Stapa koji je smeSten u centru i
¢ija osa sa osom rotacije zaklapa ugao od
priblizno 11°. JuZni magnetni pol Zemlje
nalazi se na severnoj hemisferi i obrnuto.

Rastojanje izmedu magnetnih polova je
oko 2700 km, a rastojanje izmedu
geografskih polova je oko 12000 km.
Posto se magnetni polovi Zemlje ne
poklapaju sa geografskim polovima to se
magnetna igla postavlja samo priblizno u
pravcu sever-jug.

Magnetna igla je zakoSena oko obe ose. U odnosu
na horizont naginje na dole na severnoj hemisferi,

m
¢, =—7cos0

B =—u0%=23000s9

”

1 9,

B, =—u,

I3

=B,sin®

r

S 70°30" severne $irine
95°30" zapadne duZine

N 74° juzne $irine
isto¢ne duzine

155
U
»

Srbija

srednje vrednosti

odnosno na gore na juznoj hemisferi. Ugao

nagnutosti o;, je magnetna inklinacija, a ugao
nagnutosti krace ose je magnetna deklinacija o .
Kosinus ugla inklinacije je odnos horizontalne

komponente, B, , i ukupne jaine polja 5.

B=46 uT
B,=23 uT
OLZ- 2600

Ay =8o

Zemljino magnetno polje ¢ini magnetosferu ¢iji oblik najvise zavisi od
naleta solarnog vetra. Magnetosfera se prostire do desetak polupreénika
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Zemlje na svetloj strani, i ¢ak do hiljadu polupre¢nika na tamnoj strani.
Magnetosfera je zastitni sloj koji kosmicka zraCenja skrece na velike
visine. Odsustvo magnetnog polja bilo bi pogubno za Zivot na Zemlji.

U blizini magnetnih polova kosmicke
Cestice ostaju zarobljene stvarajuci
polarnu svetlost. Postoje saznanja da je
Galileo Galilei 1629. godine za severnu
polarnu svetlost sacinio kovanicu aurora
borealis kombinuju¢i imena rimske
boginje zore (Aurora) i grckog boga
severnog vetra (Boreas). 1z tog doba za
juznu polarnu svetlost potiCe naziv
aurora australis.

Norveski fizicar Kristian Birkelandje 1913.. godine napravio terelu od
Suplje mesingane lopte u ¢ijem sredi$tu je bio solenoid. Takva terela u
razredenom gasu dovodi do pojave polarne svetlosti bas kao u prirodi.

Promene Zemljinog magnetnog polja prouzrokuju dnevne i godiSnje
promene provodljivosti jonosfere, ali i pojava pega na Suncu na svakih
jedanaest godina. Utvrdeno je da juzni magnetni pol rotira oko severnog
geografskog pola sa periodom od hiljadu godina. Na osnovu ispitivanja
magnetnih svojstava starih stena se zakljucuje da su u vrlo dalekoj proslosti
Zemlje magnetni polovi viSe puta zamenili mesta, i to Cetiri ili pet puta u
poslednjih milion godina. Zemljino magnetno polje konstantno slabi. Od
kad postoje stalna merenja, a to znaci u poslednjih sto pedeset godina,
jacine magnetnog polja je opala za 10%. Proracun unazad pokazuje da
magnetno polje gubi polovinu svoje energije na svakih sedam stotina
godina. Predvida se da ¢e za oko dve hiljade godina magnetno polje Zemlje
nestati, da bi posle toga pocela zamena polova.

Jezgro Zemlje se najve¢im delom sastoji od gvozda i nikla. Medutim,
temperatura jezgra je tako velika da ne moze da ima feromagnetne osobine.
Najnovije pretpostavke o poreklu magnetnog polja su zasnovane na rotaciji
teCnih metala u jezgru zbog Cega se formiraju kruzni strujni plastovi i
pratee magnetno polje. Zajednickim radom tima fiziCara iz Letonije i
Nemacke 2000. godine, tacno cetiri veka posle Gilberta, u Rigi je
napravljena verodostojna terela i tako je dokazana ispravnost modela koji
je nazvan te¢ni dinamo. Na jafinu magnetnog polja najviSe utice
provodnost jezgra i brzina rotacije. Time se objasnjava $to neke planete sa
ohladenim jezgrom (Mars) ili sporom rotacijom (Venera) nemaju
magnetno polje, ili pak imaju polje snaznije nego Zemljino (Jupiter).
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72. Magnetna otpornost i Hopkins-Rowlandov zakon

Kad se solenoid povije po zatvorenoj liniji, obi¢no
kruznog oblika, dobija se torusni namotaj (Lat.
Torus - okruglo ispupcenje) ili torus (Iekcija 24)

U unutras$njosti torusa magnetno polje je vrlo
priblizno homogeno. Srednja vrednost jacine
magnetnog polje se dobija kad se Ampéreov zakon
primeni na srednju liniju torusa, tj. na zatvorenu
konturu koja prolazi kroz torus i lezi u ravni
poprecnog preseka.

Iz definicije se dobija izraz za jainu magnetnog NI
polja, iz koga je jasno da sam oblik namotaja B=—
provodnika oko tela torusa nije od uticaja. Ako je 2nr
duzina srednje linije /=2rn i povrSina popre¢nog ® = BS
preseka S, za magnetni fluks se dobija priblizna

formula, jer se u proraCun magnetnog polja D = MNT S
ukljucuje srednja linija torusa. )

Najveci deo magnetnog fluks se zatvara kroz unutra$njost torusa, $to je
oc¢igledna analogija sa protokom struje u zatvorenom elektricnom kolu.
Zato, treba primetiti da je izraz za fluks moguc¢e mapisati u formi koja je
analogna izrazu za Ohmov zakon (Sveska II) u linearnom elektri¢nom
kolu. Ova formulacija je poznata kao Hopkinsonov zakon, mada je
istorijski gledano to ipak Rowlandova analogija. Na ovaj nacin se dolazi
do pojma magnetne otpornosti R, koja je nazvana reluktanca (Lat:
réluctor - opirati se), a recipro¢na vrednost magnetne otpornosti je A,
permeanca (Lat: perméo - probiti kroz nesto). Veli¢ina F,, = NI naziva
se magnetno pobudna sila, po analogiji sa elektromotornom silom i

jedinica je amper-navojak, mada je dimenziono to samo amper, kao §to je
za elektromotornu silu jedinica volt.

Magnetni fluks | | Jednosmerna struja R - F,
NI NI _F U U T

TN cS " Wb
Hopkinsonov zakon ‘ ‘ Ohmov zakon A
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73. Torusni namotaj pravougaonog poprecnog preseka

Kod elektri¢nih kola duzine provodnika i otpornika su uvek znatno vece od
popre¢nih dimenzija, $to nije slu¢aj u magnetizmu. Zato je primena
prikazane analogije veoma ogranicena. Ipak, u velikom broju slucajeva
dobijaju se dovoljno tacni rezultati. Tako na primer, kad su namotaji torusa
pravougaoni, fluks je moguce izraCunati tacno.

o

b

b
w NI _ W NIddr uNId b b
B= d =|BdS = —= n—=®,In—
2nr D ! ! 21 J.r 21 a "y

a
Medutim, magnetni fluks moze da se izracuna i priblizno,

Fu N op 11

R R " us’

i to tako S$to se magnetna otpornost izracuna za srednju liniju torusa Cija je
duzina [/=2m(a+b)/2, a povrSina poprecnog preseka odredi ta¢no,
S =d (b—-a) . Tako se dobija da je priblizna vrednost fluksa,

o MV wNId2b-a) o Ab-a) o bla-1
P / 21 b+a b+a bla+1

Ako se uporede tac¢no i priblizno izraCunate vrednosti i odredi relativna
greska, vidi se da je pribliznu formulu za izracunavanje fluksa moguce sa
zadovoljavaju¢om tacnos$¢u upotrebiti i kod srazmerno debelih torusa.

bla 1.01 1.50 2.00 2.50 3.00 — 0
D,/D, 1.00 1.01 1.03 1.06 1.09 2.00
§[%] 0.07 1.35 3.82 6.45 8.98  100.00

Cini se da izraCunavanje fluksa samo po sebi nije od posebnog znacaja.
Medutim, kao Sto Ce biti pokazano, na promeni fluksa bazira Citava teorija
elektromagnetne indukcije.
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74. Linearna magnetna kola i linearna elektri¢na kola

Linearni magnetni materijali i vazduh imaju priblizno istu magnetnu
permeabilnost. Pomoc¢u ovih materijala nije moguce kanalisati magnetni
fluks i realizovati magnetna kola. Medutim, analogija koja postoji izmedu
linearnih magnetnih i elektri¢nih kola ima primenu u reSavanju problema
nelinearnih magnetnih kola. Analogija je samo matematic¢ka i zasnovana je
na sli¢nosti formalnih zapisa nekih veli¢ina i zakona.Ove dve teorije su u
fizickom smislu sasvim razliCite. Najveca razlika je Cinjenica da elektri¢na
struja predstavlja tok nosilaca naelektrisanja §to znaci i prenos mase, dok
magnetni fluks ne predstavlja nikakav tok bilo koje Cestice Sto znaci da
nema prenosa mase.

Linearna magnetna kola & Linearna elektri¢na kola
Velicina ili zakon Jedinica Velicina ili zakon
B=uH T A/m? J =cE
B T=Wbm’| A/m? J
H A/m V/m E
n H/m S/m c
©=[BS Wb A 1=[Jds
S S
Zakon konzervacije Prvi Kirchhoffov
magnetnog fluksa zakon
divB=0, divJ =0,
Y =0 > 1=0
Ampeéreov zakon Potencijal i napon
Magnetopobudna sila Elektromotorna sila
F,=[Hdl A v e=|Edl
11
R, =—— 1/H 1/S=Q R—li
nS cS
A=1/R, H S G=1/R
Hopkinsonov zakon Ohmov zakon
Fm = (DRm U = IR
RmO RO
ng Rg
Nrwvl ] N[ -+
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75. Nelinearna magnetna kola

e Odredivanje magnetopobudne sile kad je poznat fluks.

Neka su zbog jednostavnosti svi feromagnetni

delovi magnetnog kola istog preseka S, te se D =551 =ByS,
mogu prikazati ukupnom duZzinom /;, a radni 1 B, = B, So

deo kola je vazdusni procep poprecnog preseka Si

S, 1 duzine /,. Za magnetno kolo se zadaje o _ B
fluks ili jacina polja u procepu. Magneto- 2 o o 0

pobudna sila se izraCunava u Cetiri koraka, _
tako da se ja¢ina magnetizacionog polja u 38 H=/(B)
feromagnetiku (3) ocitava sa odgovarajuceg , B

(BH) dijagrama. 4  NI=Hyly+H

e Odredivanje fluksa kad je poznata magnetopobudna sila.

Iz poznatog broja amper-navojaka (lekcija 72), 1 ®,=N,,/R,,
fluks nije moguce odrediti direktno. 1z (BH)

. ok o 2 A(D,,Nyly)
d%J.agrarna potrebno _]6? 0nstru1saF1 (DF) 3 B(BS,HI,)
dijagram S§to se postize mnozenjem para

. . . . S NI =Hy,+ HI
vrednosti za B 1 H poprecnim presecima i A 0%0
duzinama za svaki deo kola. U ovom primeru HI = NI —®R,
su samo dve tacke, ali se za vazdu$ni procep BS
(BH) dijagram ne koristi. S druge strane, iz D,
Ampereovog zakona (4) se dobija jednacina 5

J

radne prave. Radna tacka magnetnog kola,

kojom je odreden i fluks, se nalazi u preseku e Hi
radne prave i (®F) dijagrama. —

e Radna tacka magneta

U magnetnom kolu bez vazdusnog procepa, 1 D®=BS,=B,S,
jacina polja je jednaka rezidualnoj magneti- 3
zaciji (Iekcija 60). 2 Hb+Holy=0
legg postojanja  procepa 3 B =-p,ip
IS jaCina polja je odredena NN
1>~1 radnom tackom, koja se " B —tano H
losSo'— nalazi u preseku krive de- 4 &= !
magnecéenja i radne prave.

Jednacina radne prave se dobija, kao i ranije, 5
. e . J
iz zakona o konzervaciji magnetnog fluksa i
Ampereovog zakona.




&

IVA POLJ

PROMENLJ

AN

; ‘ Mhidby 4 :_:_r_:._:_.:_::&\. _._




Mirjana Radi¢, 2016



Michael Faraday

“ Dosta im je uéenja. Sve su $kole jednake.
Deca znaju da €itaju i piSu - Sta im jos treba?

Nakon tih re¢i svog oca CetrnaestogodiSnji
Michael je poceo da zaraduje svoj hleb radeéi kao
raznosac novina u jednoj knjizari i izgledalo je da
je njegova buducénost reSena. NeSto Kkasnije
Michael je poceo 1 da uci knjigovezacki zanat.

Uvece, kad su knjigovesci zavrsavali svoj posao, Michael je ostajao sam u
radionici 1 pri ostatku lojalne svece zedno ¢itao knjige. Najvise su ga
privlacile naucne knjige svojim naslovima i slikama, ali ubrzo ih je
ostavljao sa uzdahom - skoro niSta nije mogao u njima da razume. Ali
jednog dana Michaelu je u ruke dospela knjiga 'Razgovori iz hemije', a
koju ¢e on tokom celog zivota smatrati svojom prvom uciteljicom i
najboljim drugom. U knjizi su bili opisani eksperimenti koje je svako
mogao sam da izvede i Michael ih je odmah izvodio.

Posto je savladao stivo 'Razgovori iz hemije', Michael je odabrao ¢lanak o
elektricitetu i odmah izveo eksperimente sa komadi¢em voska protrljanim
tkaninom i sa oduSevljenjem posmatrao parci¢e hartije koji poskakuju i
lepe se za vosak. Nekoliko veceri kasnije izradio je i elektri¢nu masinu sa
¢ijim se crtezima upoznao iz enciklopedije. Prvi eksperimenti odusSevili su
Michaela pa je napravio 1 drugu elektricnu masinu pomocu koje je izvodio
najjednostavnije elektricne eksperimente. Od tada Michael vodi svoj
'Filosofski zbornik' u koji je zapisivao beleske, rasprave i slucajeve koji se
odnose na umetnost, ali prevashodno na nauku.

Jedne veceri Michael je ugledao privatni oglas koji je obavestavao da ¢e
biti odrzan niz predavanja iz prirodnih nauka. Kad je predavanje otpocelo
o Newtonovoj gravitaciji i magnetizmu, Michael je otvorio svoju svesku i
poceo tako marljivo da belezi da viSe nikoga nije primecivao. Jedna
¢injenica ga je rastuzila - nije mogao da pravilno prenese crteze sa table.
Michael nije umeo da crta i od tog dana je kod suseda poceo da uci
slikanje.

Na predavanjima o elektricitetu sluSao je o Franklinu koji je za vreme
oluje pustao zmaja od hartije u oblake, a primetio je da se svi predmeti od
¢elika u ku¢i u koju udari grom namagnetisu, ali veza izmedu elektriciteta i
magnetizma joS uvek nije bila otkrivena.
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Do tada Michael je samo slusao o Davyju koji je, nesumljivo u to vreme,
bio najbolji engleski hemiCar i poznat u celom svetu. Na njegovim
predavanjima bili su sasvim drugi slusaoci. Govorilo se o hloru, a kad su
poceli eksperimenti, Michael je sasvim bio osvojen. Od tada je imao samo
jednu misao - do¢i do mogucnosti da se bavi naukom. I mislio je u sebi:
ljudi koji se bave naukom nisu kao trgoveci ili fabrikanti, to su ljudi osobite
plemenitosti, dobrote, finih i uzvisenih osecanja. Ako ma ko od njih sazna
0 mojoj zarkoj zelji da sluzim nauci, pruzi¢e mi, naravno, ruku pomoci.
Potrebno je da se samo nekom obratim. Posle toga Michael je resio da
napiSe pismo predsedniku Kraljevskog londonskog instituta, koga je
smatrao glavom ucenog sveta. Pismom mu je objasnio svoj polozaj,
interesovanja, i molio ga da dobije ma kakvo, pa i najbeznacajnije mesto u
ma kojoj nau¢noj ustanovi. Odgovor nikad nije stigao. Michael se obratio
Davyju. Napisao je pismo i poslao ga zajedno sa sveskom koja je sadrzala
sva njegova predavanja i crteze eksperimenata. Odgovor je stigao. Nesto
kasnije, Michael je dobio mesto u laboratoriji Kraljevskog instituta -
postao je asistent. Posle Sest meseci Davy mu je ponudio da sa njim i
njegovom suprugom krene na putovanje po Francuskoj, Italiji i
Svajcarskoj. Tako se susreo sa Ampéreom i prisustvovao Gay-Lussacovom
predavanju. Tokom putovanja Michael je asistirao u mnogim Davyevim
eksperimentima, ukljucujuéi otkri¢e joda i eksperimente sa dijamantom
kojima je potvrdena Newtonova pretpostavka da je dijamant kao Cist
ugljenik zapaljivo telo. Michael je vrSio i samostalne eksperimente sa
svicima Zeleéi da utvrdi oktud potice svetlost.

Po povratku u Englesku, na inicijativu svojih prijatelja, Michael poCinje da
drzi prva predavanja u Filozofskom drustvu. Nesto kasnije njegov rad o
analizi kre¢njaka Stampan je u jednom naucnom casopisu. Ovim se
Michael postepeno osamostaljuje. Slede¢i samostalni rad je bio ogled
prevodenja hlora u tecno stanje, $to je bio veliki udarac za Davyjevu sujetu
jer je njegov ucenik to uspeo pre njega. Posle ovih nauc¢nih doprinosa
predloZzeno je da Michael Faraday bude primljen u Londonsko kraljevsko
drustvo. Davy je osporavao njegov prijem u ovo drustvo. Proteklih 12
godina on je posmatrao Michaela sa visine i sa zavi$¢u. Jo§ jedan incident
je pogorsao postojecu situaciju. Michael je stao u odbranu naucne istine i u
odbranu zivota mnogih rudara govore¢i o mogucénosti eksplozije i pored
primene Davyjevih "bezopasnih" rudarskih lampi. Michael Faraday je
ipak primljen u Londonsko kraljevsko grustvo. Postao je i pocasni doktor
na Oksfordu i mnogim akademijama.

Davy je kasnije stalno, kao u $ali, govorio: Ja sam ucinio nekoliko otkri¢a
koja nisu bez znacaja za nauku, ali medu njima najvece je Sto sam otkrio
Faradaya.
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Faradayeva formulacija elektromagnetne indukcije

Kao samostalni nauc¢nik Faraday je, kao i ve¢ina nau¢nika tog vremena,
bio zainteresovan za Aragoov eksperiment iz 1824. godine u kome bakarni
rotiraju¢i disk prouzrokuje okretanje igle kompasa. Faraday je
pretpostavio, a to je i zapisao, da je uzrok te pojave elektricitet. I mada je
ponovio Aragoov eksperiment, nekoliko godina nije uspeo da dokaze
svoju pretpostavku. Onda je 1831. godine zapoceo seriju eksperimenata.

U svom prvom eksperimentu Faraday je
obmotao dva navoja na torusno jezgro. Ocekivao
je da kad struja proti¢e kroz jedan od navoja
dobije struju u drugom navoju.

Uy 4

Raniji eksperimenti su pokazivali da elektri¢na struja stvara magnetno
polje, pa je Faraday pokusao da dokaze pogresnu naucnu hipotezu tj. da
pomocu stalnog magnetnog polja izazove elektricnu struju. Medutim,
dobio je samo kratkotrajne impulse, koje je nazvao talas elektriciteta, dok
je uklji¢ivo ili iskljuéivao struju u prvom navoju.

U slede¢ih nekoliko meseci Faraday je izvrSio
viSe ekperimenata ali svi se mogu svesti na dva
tipicna slucaja. U prvom sluaju pomerao je
zicanu konturu ili izvor polja, dok su u drugom
slucaju kontura i izvor polja nepokretni ali se
menjala jacina polja. U svim eksperimentima je
dobijao samo talase elektriciteta..

1§
Objasnjavajuci Aragoovu rotaciju konstruisao je generator jednosmerne
struje koji je postao poznat kao Faradayev disk (lekcija 77). Tako je otkrio
i formulisao zakon elektromagnetne indukcije koji predstavlja jedan od
najvaznijih zakona elektrodinamike i elektrotehnike.

Mada je bio genijalan eksperimentator, Faraday nije vladao jezikom
matematike, bar ne u tolikoj meri, da svoja otkrica tako i zapiSe. Faraday
je doneo sinteticki zakljucak: Intenzitet indukovane struje je srazmeran
brzini promene fluksa.

U fusnoti je objasnio da su magnetne
krive linije magnetne sile. On ih je
snagom svoje nauc¢ne uobrazilje tako
predstavljao kao da ih je i video.

Ako horizontalma zica ...
seCe magnetne krive ...
tada se dobija struja u zici.

Faraday je svojim duhovnim okom video kako linije sile prelaze ceo
prostor, dok su matematicari videli privlacne centre sila delovanja na

daljinu. Maxwell
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Faraday - Letz - Neumannov zakon

Sasvim nezavisno od Faradaya, 1832. godine Henry
je otkrio elektromagnetnu indukcju. U Americi se jos
nije znalo da je Faraday veé saopstio svoje rezultate.
Mnogo godina kasnije priznanje mu je odato u vidu
naziva jedinice za induktivnost (lekcija 88).

Smer indukovane struje je odredio. Heinrich Lenz
1834. godine.

“ " Ako indukovana struja tece, njen smer je
takav da se protivi promeni koja je stvara.

Zakon je tako uskladio sa zakonom o ocuvanju
energije. Priznanje mu je odato u vidu oznake za
induktivnost (Iekcija 88).

Matematicki zapis zakona indukcije je dao Neumann
tek 1845. godine.

R I N I
Lentz d®  Faraday

B dt Neumann

Indukovana elektromotorna sila u zatvorenoj konturi je jednaka negativnoj
brzini promene magnetnog fluksa obuhvacenog tom konturom.

Neumann je zapravo predlozio dva zakona elektromagnetne indukcije. Prvi
je bio za elektromotornu silu generisanu usled kretanja konture u odnosu
na polje (zakon generatora), a drugi za elektromotornu silu usled promene
samog polja (zakon transformatora). I bio je u pravu. Potpuna dva razlicita
fenomena opisana su istom formulom. U prvom slu¢aju na naelektrisanja
koja se kre¢u zajedno sa provodnikom deluje Lorentzova sila (lekcija 11),
pa je pitanje da li se pojava struje u konturi moze nazvazi indukcijom. U
drugom slucaju neelektrisanja u konturi su nepokretna i samo neko
elektricno polje moze da ih pokrene. Medutim, elektri¢nog polja nema,
osim ako ne nastaje usled promena magnetnog polja. To je jeste
elektromagnetna indukcija.

Dakle, potpuno je zacudujuce Sto dve fizicki razliite pojave dovode do
iste (Faraday je to eksperimentalno dokazao), veoma jednostavne i
savrSeno tane formule. U ovom slucaju fizicari su saglasni da je u pitanju
¢udna podudarnost sa znacajnim posledicama. Upravo ova podudarnost je
i dovela Einsteina do specijalne teorije relativnosti.
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76. Zakon elektromagnetne indukcije

Kad god se iz bilo kog razloga magnetni fluks _ do

kroz zarvorenu konturu promeni, u konturi se € T dr
pojavljuje elektromotorna sila.

Elektromotorna sila (napon) nastaje kao posle- e=¢pkLdl

dica indukovanog elektri¢nog polja E,. ¢

Promene magnetnog polja dovode do promene ® = J-B ds

fluksa. Medutim, do promene fluksa dolazi i s

ako se menja povrSina obuhvacena konturom i o doee -
ova pojava se objaSnjava Lorentzovom silom. §E,- dl = _EIB ds
Izvod fluksa po vremenu dimenziono je ¢ s
poptencijal. [dD]/[dt]=V

Faradayeva otkri¢a pokazuju da postoje dva razlicita elektri¢na polja. Prvo
koje potic¢e od naelektrisanja i drugo koje je rezultat promene magnetnog
fluksa. Medutim, elektricno polje stacionarnarnog toka naelektrisanja je
konzervativno i cirkulacija tog polja je jednaka nuli (Sveska II).

Stoga se umesto indukovanog elektricnog polja - de= =
u izrazima moze uzimati ukupno polje, pa se §E d/ 2_5 Bds
dobija konacani oblik Faradayevog zakona. c

U opstem slucaju izvod fluksa po vremenu
(izvod proizvoda) dovodi do zbira elektro-
motornih sila koje nastaju bilo zbog promene
povrsine (kretanje ili deformacija konture), bilo
zbog promene polja (po pravcu ili jacini).

Dakle, tacno onako kako je predlozio Neuamann.

Dinamicka i staticka indukcija

v v v
EA = §(ix Bydl - 9B 5.4
C v ¢ Ot dt ‘
[Bys-_4 Edaz_dﬂ
ot dt dr
S
§x Byl = Bxdl)=—f B al)=-BfL =42
C v wodr 2 dt dr
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77. Dinamicka indukcija nije indukcija?

Dinamicka indukcija nije niSta drugo do puko razdvanje i grupisanje
naelektrisanja koje nastaje kao posledica delovanja magnetne sile na
naelektrisanja koja se zajedno sa provodnikom kreé¢u kroz magnetno polje.

homogeno magnetno polje indukcije B, brzinom

v=ds/d¢. Osa provodnika, pravac brzine i pravac

magnetnog polja su medusobno normalni. Na =

elektrone deluje elektromagnetna sila (lekcija 12). ( "i, ‘, '}
5

e Neka se pravolinijski provodnik kre¢e kroz ‘ IE ‘

F=F,+F,=qE+qvB=q(E+VB).

Na pocetku kretanja nema elektri¢nog polja. Tokom kretanja na krajevima
provodnika se pojavljuju viskovi raznoimenih naelektrisanja, usled Cega
nastaje - indukuje se - elektricno polje. To elektri¢no polje sprecava dalje
kretanje elektrona. U ravnoteZznom stanju elektromagnetna sila je jedanka
nuli (elektri¢na sila je jednaka magnetoj) odakle je E; =—vB. Elektro-

motorna sila (ustvari, napon izmedu krajeva provodnika, lekcija 76) je

e=E dl=—vBdl=-Spa-_p9S__90
d dt - dr

Zahvaljujuéi poslednjem delu zapisa celu pojavu nazivamo indukcijom.

e Cetvrti deo Faradayovog saopitenja iz 1831.
godine je interpretacija Aragoovog eksperimenta.
Izmedu polova stalnog magneta postavljena je roti-
rajuci bakarni disk. Na osu diska i na njegov obod
montirana su dva klizaju¢a kontakta koji sa
galvanometrom ¢ine zatvoreno strujno kolo.

Neka je a poluprecnik diska i ® ugaona brzina.
Zbog dinamicke indukcije u svakoj tacki diska se
indukuje radijalno elektri¢no polje Cija jaCina se
odreduje iz magnetne sile i ¢iji smer je od centra ka
periferiji diska. Elektromotorna sila, koja se moze
meriti voltmetrom, je jednaka linijskom integralu

elektri¢nog polja duz radijusa.

Do istog rezultata se dolazi i pomocu priraStaja
fluksa, koji je u ovom slucaju negativan, pa sledi:

ds = dGJ.rdr = lazcodt = —i(édg) = laz(DB
0 2 dt 2
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78. Model generatora jednosmernog napona - 1

Sine na rastojanju 4 kratko spaja kilzni

O

provodnik. Sistem se nalazi u homogenom = tTL
magnetnom polju B (lekcija 76). Na jednom (FL H() A
kraju $ine su vezane na otpornik R. Silom R B

F, kliza¢ je pokrenut brzinom v, .

U kiliza¢u se indukuje elektromotorna sila €. ) &= #hBy,
Kroz elektri¢no kolo protice struja i . i) i=¢/R=hBv,/R
Kretanju se suprotstavlja magnetna sila F,, . P F, =IhB=(hB)*v,/R

o Ako je Fy>F, kliza¢ ¢e se kretati ubrzano, povecavajucu brzinu i
struju u kolu koja je stalnog smera (Eng. DC - direct current)

e Ako je ostvaren uslov £, = F,, sistem je stanju dinamicke ravnoteze, sve
veli¢ine su stacionarne, a sistem radi kao generator jednosmernog napona.

Kliza¢ se kreée konstantnom brzinom v=v,. » vy = FyR /(hB)*

Mehanicka snaga sistema je P, = Fv. i) P,, = F/R/(hB)*
Generie se stalna elektromotorna sila e =E,. » E, = F,R/(hB)
Kroz kolo protice stalna struja i =/, . > 1,=F,/(hB)
Elektri¢na snaga generatora je P, =ic. > P,=F’R/(hB)

Mehanicka snaga se se u celosti pretvara u elektricnu snagu (svi gubici
zanemareni) 1 u celosti trosi na otporniku, jer je P, =F; =P, = i’R.

e Ako nakon pokretanja sila F{, prestane da deluje kliza¢ ¢e se kretati po
inerciji ali usporeno sve dok ga magnetna sila ne zaustavi.

Neka je masa klizaca m . U nekom trenutku hBY: d

¢t ravnoteza sila je F, +ma =0, odakle sledi § (hB) v+ m_v =0
. .. . . . R dt

diferencijalna jednacina za brzinu.

U resenju diferencijelne jednacine konstanta
integracije se odreduje iz pocetnog uslova da j)
jev=y,zat=0.

_(hB)zt

— mR
v=y,e

Elektromotorna sila i struja su direktno srazmerene brzini §to znaci da u
vremenu opadaju po istom eksponencijalnom zakonu. Kao i u prethodnom
sluc¢aju ukupna mehanicka energija se pretvara u elektricnu.

© 72(113)2’ 1
vg'[e mR dtzgmvozzEk.
0

(hB)*

P, = R]Eizdt =
0
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79. Model motora jednosmerne struje

Princip rada motora jednosmerne struje moze z(t) 7

da se objasni pomocu elektrodinamickog i 7 TL
sistema iz prethodnog primera. Sine su E m L0,
prikljuce izvor jednosmernog napona £, a EJ/& G Vif) #
kliza¢ savladava silu G . = il

Po ukljucenju napona protice struja i =/, . ﬁ) 0o=Eo/R

Kliza¢ se pokrece zbog magnetne sile F),. E() o =1hB=E,hB/R
U klizacu se indukuje elektromotorna sila ¢ . ﬁ\ e=hBy,

Nova jacina struje je sada i = (£, —¢)/R. ﬁ\ i=(E,—hBv))/R
Magnetna sila se smanjuje na F, =ihB . > FE,=(E,—hBv,)hB/R
Sa povecanjem brzine smanjuje se magnetna sila i u jednom trenutku
postaje jednaka sili opterecenja. Od tog trenutka kliza¢ ¢e se kretatati

konstantnom brzinom v. Ako je sila opterecenja (na primer sila tezine)
onda ¢e elektomotor dizati teret stalnom brzinom.

Dinamicka ravnoteZa nastupa za F, =G . > G=(E,—hBv)hB/R
Odavde se izra¢ brzina kliza¢ ) v=to OR
avde se izradunava brzina klizaca v . / 18~ (hB):

Struja u ravnoteznom stanju je G=F, =ihB. ﬁ) i=G/(hB)

Elektriéna snaga izvora napajanja je P, =ig. ) P, =E,G/(hB)
E,G G°R

[:) PM = - 2
hB  (hB)

Mehanicka snaga motora je P, =Fv.

80. Slobodan pad konture u magnetnom polju

Pravougaona kontura se samo svojim gornjim
delom nalazi u homogenom magnetnom polju
(lekcija 2). U trenutku ¢ =0 kontura se pusti
da pada. Pojavom brzine u konturi se javlja
struja koja ¢e imati takav smer da magnetna
sila konturu podize. Slobodan pad je usporen.

Jednacina kretanja (lekcija 78) daje reSenje ¢ =hBv
za brzinu, F,+ma=G i—e/R=hBv/R

GR |, OB, F, =IhB=(hB)*v/R
= —-e ™ .
(hB)? v, =GR/ (hB)?
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81. Relativno kretanje konture i magnetnog polja

Kad se kontura krece u magnetnom polju pojava
elektromotorne sile se objasnjava Loretzovom
silom. Medutim, promena fluksa je ista i ako
kontura miruje, a izvor magnetnog polja se
kre¢e. Na primer, potpuno je sve jedno da li se
kontura udaljava od provodnika brzinom v ili se
provodnik udaljava od konture brzinom —v .

Neka se kontura oblika romba nalazi u
magnetnom polju neograni¢ene strujne niti.
Jacina polja zavisi od rastojanja (lekcija 21) ali i
visina romba zavisi od rastojanja, pa je fluks
kroz povr§inu ograni¢enu konturom romba,

Mx)dr _ pol [c+(b—£xo lnXOHIJ.
a

Xo+a Xo+a

D= jB(x)dS(x)J;—(;f j

Xo

Ukupni fluks zavisi samo od rastojanja konture P IPERG
od provodnika (x,) i samo promena tog %I |

rastojanja moze dovesti do promene fluksa.

X 2n

Pomeranje konture u pravcu provodnika ili pomeranje samog provodnika
po pravcu sopstvene ose ne dovodi do promene fluksa i indukcije. Posto je
provodnik neograni¢eno dug, ovaj drugi slucaj je sasvim ocigledan.

Indukovana elektromotorna sila ¢e proizvesti 4o 4D dx
struju koja stvara novo magnetno polje koje se g=——=——-—2
protivi promeni. Posto se sa udaljavanjem fluks dr dx, dr
obuhvacen konturom smanjuje, indukovana do
struja ¢e fluks povecavati i u stranici blizoj €= _Ev
provodniku imacée smer kao i primarna struja. 0

g:“—ol( ab ¢ +£lnx0+ajv

2n \ xy(xy+a) x,+a a X,

Iz izvedenog izraza direktno slede dva specijalna slucaja.

Zac=0 \

pravougaonik. T

Za b = 0 \
trougao. [

%\ ]
/4

_ Mol abv

Po2m xy(xy+a)

Ifc, x,+a c
=t [Cppxra e )
2n \a Xy X, +a
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Neka je trougaona kontura iz prethodnog slucaja
postavljena tako da joj se sada kateta nalazi na

rastojanju x, od provodnika. Brzopleto se moze
zakljuciti da su fluksevi u oba slu¢aja jednaki.

]
4

L5

X, Xyta

Konture, nazovimo ih 'trougao donji' i 'trougao gornji', imaju iste povrsine,
ista je jednacina prave na kojoj im leze hipotenuze, na istom su pocetnom
rastojanju od provodnika i nalaze se u istom magnetnom polju. Medutim,
fluksevi obuhvaceni ovim konturama nisu isti. Magnetno polje opada sa
rastojanjem i najjace je u neposrednoj blizini provodnika. U oblasti jaceg
polja 'trougao donji' manjom povrsinom zadire u polje i ona se povecava u
pravcu u kome polje opada. Suprotno, 'trougao gornji' ima vecu povrsinu u

oblasti jaceg polja.

Kad se vodi racuna da se visina konture 'trougao
gornji' sa rastojanjem od provodnika smanjuje, za
indukovanu elektromotornu silu se dobija

I ¢, xy+a c ac
[g:ML ——In=>—+ + V.
2n\ a X, Xo+a xy(x,+a)

Ako se dve trougaone konture sastave tako da
formiraju pravougaonik, elektromotorna sila bice
zbir pojedinicnih, $to daje ve¢ poznati rezultat,

€qtEy =8,

82. Fluksmetar

Odredivanje jaline magnetnog polja pomodcu
fluksmetra (lekcija 16) zasnovano je na merenju
indukovane koli¢ine naelektrisanja koja protekne
kroz balansni galvanometar.

o | ]

C
)|

REANNY

Navojak fluksmetra ukupne otpornosti R se unese u magnetno polje. Kroz
povrsinu S postoji magnetni fluks @ . Zatim se magnetno polje iskljuci ili
se navojak bilo kojom brzinom i po bilo kojoj putanji iznese iz magnetnog
polja, tako da je na kraju fluks jednak nuli. Zbog promene magnetnog
fuksa kroz navojak protekne koli¢ina naelektrisanja koja je izmerena.

€ 1 AD 1 1
[ =— = At = —— AD i(t, —t,)=—— (D, -
1 R R AL [> 1 R [> i(t,—t) R( 2 1)

|

| |

t,=0 t, =t 0 BS OR
[ =— = — B:—

0=0  ®,=0 > R > 0 2 > S
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83. Model generatora naizmeni¢nog napona

Klizanje provodnika po Sinama ne obezbeduje kontinualnu proizvodnju
napona jer Sine imaju ogranic¢enu duzinu. Pravougaona kontura povsine S
rotira ugaonom brzinom ® oko osovine koja je normalna na pravac
homogenog magnetnog polja B. Krajevi konture su vezani na prstenove
koji rotiraju zajedno sa navojkom. Sa prstenova se pomocu kliznih
kontakta (Cetkice) odvodi indukovana struja.

U trenutku ¢ normala povrSine konture i
vektor magnetne indukcije zaklapaju ugao
o = ot . Indukovana elektromotorna sila je

€= —%(BS cosmt) =wBSsinwt =E,, sinmt .

Ovaj generator daje prostoperiodi¢ni napon. Struja kroz potosac
naizmeni¢no menja smer nakon svakog poluperioda. Otuda poti¢u nazivi
naizmeni¢na struja (Eng. AC - alternating current) i alternator.

Ako se po nekim uglom ¢ na postojecu [d]
konturu doda jo§ jedna ili vise njih, isto- |
vremeno se dobija vise fazno pomerenih o=n/2"1T 1 ¢=2n/3

napona. Polifazni sistemi su postali znacajni NP
tek nakon radova Nikole Tesle (obrtno polje). [? 1

84. Model generatora jednosmernog napona - 2

Od Faradayevih otkrica do prve prakti¢ne upotreba naizmenicne struje
proslo je Cetvrt veka. U vreme prvih eksperimenata nije bilo ni pomisli da
bi naizmenicna struja mogla da se koristi. Zato je bilo vazno proizvesti
jednosmerni napon. Generator jednosmernog napona nazvan je dinamo.

Pionir u oblasti proizvodnje naizmeni¢ne B—Y
struje Pixii je pronaSao mehanicko reSenje tj. i ili' |
komutator napona. Prsten za skidanje napona |

sa rotora je podelio na polovine. Svaki put -J
kad dode do promene polariteta, polovine %‘
zamene mesta i struja uvek tee u istom , G \
smeru. Struja je bila jednosmerna ali je iW‘i
menjala amplitudu. Napon na Cetkicama je :
bio pulsiraju¢i. Bolji rezulati su dobijeni sa

veéim brojem segmenata na komutatoru i V\/\/\/V\/\/
veéim brojem kontura. ‘

Danas se naizmenic¢ni napon ispravlja pomocu poluprovodnickih dioda.
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85. Druga Maxwellova jedna¢ina

Faradayeva otkrica pokazuju da stvarno postoje
dva elektri¢na polja. Prvo ¢iji su uzrok naelek-
trisanja i drugo koje je prati svako promenljivo
magnetno polje. Razraduju¢i ovu ideju, Maxwell
je Dbitno wuopstio zakon elektromagnetne
indukcije pretpostavivsi da postojanje provodne
konture uopste nije bitno za vazenje zakona.
Dakle, kontura moze da bude od bilo kog
materijala ili moze da bude samo zamiSljena, a
indukovano elektriéno polje postoji kako u
materijalnim sredinama tako i u vakuumu. U to
doba direktna eksperimentalna provera ove
pretpostavke nije bila moguca bez provodne fotE = ——
konture. ot

Otkri¢e elektromagnetnih talasa bila je prva indirektna eksperimentalana
potvrda Maxwellove pretpostavke i cele teorije elektomagnetnih polja.

Za razliku od elektrostatickog 1 stacionarnog elektriénog polja, pro-
menljivo elektricno polje pored izvorne komponente ima i vrtloznu
komponentu. Dakle, pored linija elektricnog polja koje imaju izvore i
ponore u naelektrisanjima, postoje linije elektricnog polja koje se zatvaraju
same u sebe. U opstem slucaju (Iekcija 39) je

- 0B -
rot £ = ot E’) rotﬁz—%rot;l > rot(E+aa—f]=0,

EZI'OtIZ

Ukupno elektricno polje je bezvrtlozno i moze da se izrazi pomocu
gradijenta neke skalarne funkcije (Sveska I), jer je rotor gradijenta uvek
jednak nuli. U sluaju stacionarnih stanja izvod po vremenu je jednak nuli
i elektricno polje postaje elektrostaticko.

Znaci da je i za promenljiva polja trazena skalarna F+ o4 = —grado
ot

funkcija zapravo elektri¢ni skalar potencijal.

- W J _ 1L rp = oA
A=—"|Zdv o=—o|—-dV E=—gradp——
4n£R 4ne; R SR P

I : ]
Medutim, izrazi po kojima se odreduju potencijali izvedeni su za stalne
struje i nepokretna naelektrisanja i zato mogu da se primene samo u

sluc¢aju sporo promenjivih tj. kvazistatickih polja gde se efekat konacne
brzine elektromagnetne promene ne primecuje (lekcija 108).
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86. Indukovano elektri¢no polje - beskonacan solenoid

Analogija koja postoji izmedu zapisa Ampeéreovog i - OB
Faradayevog zakona moze da se iskoristiti za rot £ = T
odredivanje indukovanog elektricnog polja. Jasno, _ -
poznavanje samo rotora funkcije nije dovoljno. Ako rot B =p,J
se posmatra ono elektricno polje koje je generisano .
indukcijom (nema slobodnih naelektrisanja) tada su divE=0

divergencije i elektri¢nog i magnetnog polja jednake
nuli, pa analogija postaje potpuna. Indukovano
elektricno polje je odredeno izvodom magnetnog § Edl = dd
polja na potpuno isti nacin kao §to je magnetno

polje odredeno gustinom struje. Kod problema sa o
visokim stepenom simetrije (Iekcija 21) analogija se §B dl =p,!
moze koristiti i u integralnom obliku. c

Medutim, postoji vazna razlika izmedu ova dva zakona. Ampereov zakon
podrazumeva struje nepromenljive u vremenu, dok Faradayev zakon
podrazumeva samo vremenske promene. U diferencijalnim oblicima ova
dva zakona razlika se ne primecuje, jer se izrazi svode na jednu tacku. U
integralnom obliku zakona indukcije to znaci da sve tacke koje pripadaju
oblasti integracije treba posmatrati u istom trenutku. Elektromagnetne
promene se ne prenose trenutno ve¢ brzinom svetlosti. Potrebno je
konacno vreme da se promene sa jednog kraja domena osete na drugom
kraju. Za mala rastojanja uzima se da je vreme prenosenja promene
jednako nuli, $to je poznato kao kvazistaticka aproksimacija (lekcija 108).

Tipican primer je beskonaan (veoma dug) NI
solenoid sa promeljivom strujom. Smatra se da u B Ho— = 7 <a
jednom trenutku, struja, magnetno i indukovano

elektri¢no polje svuda imaju istu vrednost. 0, r>a
Odredivanje indukovanog elektriénog polja
pomocu magnetnog vektor potencijala pomocu Faradayevog zakona
q>=§21di=BS g:ﬁdiz_a_Bs
v ot
r*nB, r<a r’n, r<a
) = dB ) =
A2rn = E2rm=——
aan, rza dr azn, r>a
r, r<a Linije elektricnog polja su
F—— o4 __f TpNdrj koncentri¢ne kruznice ¢iji smer
ot 2 L dt a_’ r>a je odreden Lenzovim pravilom i
r pravilom desne zavojnice.
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87. Fluksevi dve koaksijalne kruZne konture

Date su dve koaksijalne kruzne konture
polupre¢nika b 1 a<<b koje pripadaju
medusobno  paralelenim ravnima na
rastojanju z . Struja koja proti¢e kroz vecu
konturu stvara magnetno polje (lekcija 33)
za koje moze da se smatra da je u oblasti
povrsSine manje konture konstantno.

Tako se dobija da magnetni fluks kroz R=(r*+z%)"?
manju konturu, osim od jacine struje kroz )

) ) ; . i b
vecu konturu (i magnetne permeabilnosti), = —2— w2
zavisi samo od geometrijskih odnosa. 2 (b*+2%)

S Z d d Ho! b d
dS =2mrdrz [> CDb—B S = 2 m S
2 272
_R b2m p _wed  a’h
= D,
ab =" (b2 + 2 )3/2j > 2 B+

Neka sada ista jacina struje proti¢e kroz manju konturu. Magnetno polje u
oblasti povrSine vece konture nije konstantno. Kako je manja kontura
stvarno mala, moze da se aproksimira magnetnim dipolom (lekcija 22).

= 3(RR)R -

- . edeje m=mi=d’nl:, (RR=ZR.
“ 4n R’ 8 R
Polje koje potice od elementarnog dipola - -
(lekcija 44) ima komponente u radijalnom i B, = 40 3 ( =R- 2)
T

aksijalnom pravcu.

U fluksu koji manja kontura stvara kroz vecu u¢estvuju samo komponente
u aksijalnom pravcu jer se radijalne komponente zbog simetrije anuliraju.

Dakle, dobija se jos jedan faktor 2R,
dS =2mrdrz [> d®,, =B,dS =:‘—;%(3%1%2—22de :

Nakon integracije po povrsini veée konture dobija se ukupni fluks. Dva
dobijena retultata su identi¢na. @, =D,,,

_ uoazl'[f 3221 @b
ba 2 ) (r2+22)5/2 (r2+22)3/2 7 (b2+22)3/2'
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88. Induktivnost i Neumannova formula

Date su dve konture u mirovanju (lekcija 87).
Struja koja proti¢e kroz jednu od kontura stvara
magnetno polje. Neke od linija polja prolaze
kroz povrsinu koju gradi druga kontura. Fluks
kroz povrSinu druge konture je proporcionalan
struji kroz prvu konturu. Dakle,

= u, o r dl xR = o
B, =4_O§1T ﬁ) ©, = J.Bl ds, @ ©, =Ly,

T G S2
Koeficijent proporcionalnosti, koji zavisi samo od geometrijskih odnosa, je
medusobna induktivnost. Sam termin induktivnost (lekcija 11) dao je
1886. godine Heaviside, a oznakom L je odata pocast Lenzu.

U raspodeli pocasti nije izostavljen Joseph ® Wb
Henry prema kome je jedinica za induktivnost H= { — } A
dobila naziv henri sa oznakom H. 4
Ako je struja [, u prvoj konturi promenljiva, u

. ., . . do, d/,
drugoj konturi ¢e se indukovati elektromotorna €, =— 1 =-L, 3
sila €, .koja je srazmerna promeni struje /; . ! !

Odavde se sagledava veza izmedu induktivnosti i otpornosti, analogna
onoj koja postoji izmedu kapacitivnosti i otpornosti. Istovremeno, ovo je
podsecanje da su svetski duSebriznici, §to se tiCe odavanja pocasti,
Faradaya ranije namirili jedinicom za kapacitivnost.

Induktivnost L 900+ C Kapacitivnost

il | el
I/t A U V] Q

Opsta formula za medusobnu induktivnost moze da se izvede na jedan
veoma elegantan nacin koji koristi magnetni vektor potencijal (lekcija 39).

2 2 C2 Cl

o Mg pgdhdl
Odavde je o¢igledno Lo = in ff)f§ R (b L,= "7

GG
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Dobijena formula ukljucuje dva linijska integrala, po jedan za obilazak po
svakoj od kontura. Ve¢ u najjednostavnijim sluCajevima (lekcija 89)
formula dovodi do velikih matematickih teskoca i nema stvarnu upotrebnu
vrednost u prakticnim proraCunima. Medutim, odavde se otkriva naj-
vaznija ¢injenica u vezi medusobne induktivnosti.

Prvo, vrednost integrala se ne menja —
ako se zameni redosled integracije. M=L,=L,= Ho fﬁ fi;dll dl,
Drugo, fizi¢ki to zna¢i da konture 4 R

mogu medusobno da zamene uloge.

GG

Tako se dobija konacan izraz poznat kao Neumannova formula. Posto su
medusobne induktivnosti iste, indeksi u oznakama postaju suvisni.
Usvojeno je da se medusobna induktivnost obelezava sa M .

Za bilo koji oblik i medusobni polozaj kontura 1 i 2 vazi: Fluks kroz
konturu 2 prouzrokovan tokom struje kroz konturu 1 je jednak fluksu
kroz konturu 1 kad ista struja tece kroz konturu 2.

Promena struje u nekoj konturi ne samo da indukuje elektromotornu silu u
obliznjim konturama, ve¢ indukuje elektromotornu silu €, i u sopstvenoj

konturi i to je pojava samoindukcije.

Magnetno polje i ﬂuks su proporcipnalani jgéini struje, O=I]
a konstanta proporcionalnosti L je koeficijent samo-

indukcije ili induktivnost.

Induktivnost (kao 1 kapacitivnost) je pozitivna e =— Lﬂ
veliCina, pa negativan znak u zakonu indukcije diktira * dr
da ¢e elektromotorna sila samoindukcije biti takvog

smera da se protivi bilo kakvoj promeni struje. U+e,=0
Da bi se uspostavila struja u konturi, izvor napona dr/
prvo mora da savlada elektromotornu silu samo- U=L o
indukcije (lekcija 90). Induktivnost u elektricnim

kolima ima slicnu ulogu kao masa u mehanickim !
sistemima. Sto je veéa induktivnost teZe je promeniti Fem dv
struju - §to je veca masa teze je promeniti brzinu. ‘ dr

Odredivanje koeficijenta samoindukcije (i medusobne indukcije) u opStem
slucaju je veoma slozen zadatak. Samo kod sistema sa velikim stepenom
simetrije 1 pri kvazistatiCkoj aproksimaciji mogu se dobiti priblizne i
prakti¢no upotrebljive formule.

| 1 1 |

Solenoid (lekcija 24) Torus (lekcija 24) Torus (lekcija 73)
2 2 2
L=, N L=, N L= MNd b
) ) 27 a
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89. Medusobna induktivnost dve kruzne konture

Odredivanje medusobne induktivnosti dve koaksijalne kruzne konture
(lekcije 37 1 88) je jedan od osnovnih problema. Neumannova formula.
koja inace nema ba$ upotrebu vrednost, ve¢ u ovom primeru dovodi do
prilicnih matematickih teSko¢a. U polarno-ciindricnom koordinatnom
sistemu se dobija redom:

dl, =ade,, d, =bde, > dl, dI, = abcos(®, —6,)do,db,

R=\r}+1r} =27 F, > Rz\/az+b2—2abcos(9a—9b)+z2
ab 1 |x 1
1 > R Vab \1-2xcos(6,-6,)

Kad se svi izrazi zamene u Numannovu formulu dobija se dvostruki
integral koji nije moguce resiti u zatvorenom obliku.

21 2n
1= Ho §§dl di, > M=ﬁ\/%'|. J- cos(0,-0,)d0,do,
U 4n % \/1—2xc0s(6a—6,,)

Ako se imenilac podintegralne funcije razvije u Taylorov red

1 = (2n -1
x" cos"(0,-0,),
\/1—2xcos(9a—6 zo n! ©a=0)

i nakon §to sumiranje i integracija zamene redosled, sledi

2n 27

M= “0 2(2” DY o j jcos"*1 0,-0,)do,de, .

Odredeni integral po jednoj od promenljivih daje konstantu, pa je reSenje
integrala po preostaloj promenljivoj jednak gornjoj granici. Tako se dobija
15 315
M:%x abx (1+§x2 +——x"... tada u proracun moze da se
ukljuci samo prvi ¢lan reda.

e Konacno, ako je b>>a
dobija se prethodno izveden
rezultat (lekcija 87).

e Kako je x mala veli¢ina
)

HoT a’h’
2 (a’+b*+2%)?

~

@n-DN
@

Isin"tdt:—lcostsin”'lt+n—_ljsin"'2tdt 0s*"(0, —0,)d0, =

n n

J.cos" tdt= lsinz‘cos”'l t+ n—_ljcos"'2 tdt 0s*"'(0,-0,)d0, =0
n

n

2n
[e
0

2
[e
0
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e Neumannova formula za medusobnu induktivnost dve kruzne konture
moze da se napise i u obliku u kome je razlika uglova zamenjena jednim
uglom koji se, jasno, nalazi u istim granicama kao i razlika uglova, a koje
opisuju pun krug.

j cos06do
\/ +b* —2abcosO+z>

M= abfde

Prvi interal ima vrednost 27, a integral koji ostaje je potpuno istog oblika
kao integral koji se pojavljuje u izrazu za magnetni vektor potencijal
usamljene kruzne konture (lekcija 44). Kao $to je to ve¢ ranije uradeno,

smenana 0=n—20, d0=-2do i cos®=2sin’ a -1, integal se dovodi na
oblik

n/2 -2
M:Homkj‘ (2sin“ o —1)da P 4ab

s V1-k*sin’a ’ (a+b)+z°"

koji omogucava da se medusobna induktivnost izrazi preko potpunih
eliptickih integrala prve i druge vrste,

M=ppab f(k),  f(k)= (—— ij(k) ~ZEk).

Potpuna slicnost izraza za magnetni vektor potencijal kruzne konture i
medusobnu induktivnost dve kruzne konture je posledica primene
Neumannove formule, Naime, magnetni vektor potencijal kruzne konture
(lekcija 44) u bilo kojoj tacki prostora je

_Bol fa
4= \/:f(k).

Prema Neumannovoj formuli (lekcija 88) je
_ch1_1 D AC _l 1 A7
M—T—I;[BldSz—]Cj;Aldlz,
$to dovodi do istog rezultata.

_ L 7 . W |a B
M ‘Y;ML_;, dl =4 ,_,,Cﬂgdlz —Z’sz—ﬂ\/;f(k)—uox/ﬁf(k).

(Prilog D)
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90. Samoinduktivnost i kruzna kontura

Samoinduktivnost neke konture dobija se iz direktno iz Neumannove
formule ako se pretpostavi da se dve identicne konture poklapaju.
Medutim, tada konture ne mogu da budu beskona¢no tanke. Ova nerealna

pretpostavka daje R=0 kad se na putu integracije elementi dlﬁl i dlﬁ2
podudare, $to dovodi do beskonacne vrednosti integrala.

Za konturu koja ima konac¢nu debljinu moze da C' -

se smatra da struja te¢e po osi provodnika §to ¢ini e
) ) .. Ny 0
jednu konturu za integraciju. Druga kontura moze C C I

da lezi bilo gde na povrSini provodnika.

Ovakvim postukom se ne razmatra polje u i dr dr’
v . . . . .. L = 0
unutraS$njosti provodnika i zbog toga se dobija * = an i¥§—

N . . i R
samo spoljasnja (eksterna) induktivnost. cc

Ukupnu induktivnost ¢ini zbir spoljasnje i unutra$nje induktivnosti.
Problem unutrasnje induktivnosti ne postoji kod beskonacno tankih
kontura i kod proracuna medusobne induktivnosti. Medutim, kod prora-
¢una samoinduktivnosti debljina provodnika mora da se uzme u obzir, a tu
nastaje problem definicije fluksa. Naime, u provodniku kona¢ne debljine
moze da se obrazuje beskonacno mnogo zatvorenih kontura, a kroz svaku
od njih postoji razlic¢iti fluks. Da bi se izbegle ove teskoce, samoindukcija
se najcesce odreduje pomocu energije magnetnog polja (Iekcija 95).

e Induktivnost usamljene kruzne konture moze da se odredi iz formule za
medusobnu induktivnost dve konture (lekcija 89) kao specijalan slu¢aj u
kome je z=0 i1 a=b, odakle sledi da je k=1. Za ovu vrednost
argumenta elipticki integral druge vrste £ ima vrednost jedan, ali elipti¢ki
integral prve vrste K za o =7/2 postaje beskonacan.

Ocigledno debljina provodnika mora da se uzme limE(k)=1
u obzir i treba odabrati a=b i z=r,. Medutim, k=1

C . . limK (k) —>

i dalje ostaje proracun integrala za k =~1. k1

Pomenuti singularitet koji se pojavljuje u tatki ao=n/2 moze da se
premesti u tacku nula tako $to se uvede smena o =mn/2—f. Zatim oblast
integracije treba podeliti uglom 6 — 0 na manji deo koji sadzi singularitet
i ve¢i ostatak za koji se moze uzeti k =1.

/2 /2

J‘ da ZJ' dp
0 \/l—kzsinzoc 0 \/1—k2cos2[3

S n/2
= I + I =K +K,
0 8

K(k)=
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Prvi sabirak i dalje sadrzi singularitet, ali je ugao po kome se integrali
uvek mala veli¢ina, 0 < <5 — 0, pa moZe da se napise da je

1=k cos? B =/1-k>(1=sin® B) = 1- k> (1=B?) = y/1-k> + B2,
odakle se dobija tabli¢ni integral,

K:i B [Nk ¥
b imk 4 p? E

U drugom sabirku uvek je B>0, tako da moze da se zameni k=1. Za

1-k2

], [>K1z11’1 20

vrednost integrala se onda dobija

n/2 n/2

dp dp ( 5} 8
K, = = —— =—In| tan— |. K, ~—In—
’ ! \/l—kzcoszﬁ ‘! sin B 2 > K 2

Kad se dobijeni rezultati saberu proizvoljni 4
ugao O kojim je podeljena oblast integracije ﬁ) K(k)~In
se eliminiSe iz rezultata.

1-k*

Dobijena aproksimativna formula za potpuni elipticki integral prve vrste
vazi za k=1 ali i dalje nije moguée koristiti grani¢ni slucaj k=1.
Medutim, kad se zamene vrednosti za koje se dobija usamljena kruzna
kontura, a=b i1 z=r,, 1, <<a, sledi

4 a+b)?+z* 4 4a° +1r?  8a
> =4 ( )2 2 > > =4 R —
Ji-k2 \@-b’+z NI ro

Konac¢no, iz formule za medusobnu induktivnost dve kruzne konture
dobija se formula za priblizno izracunavanje spoljasnje induktivnosti
usamljene kruzne konture.

M:uom{@_k)mk)_%g(k)} > Lezuoa(lns_a_zj

o

Ovde treba napomenuti da se formula za induktivnost kruzne konture
skoro redovno izvodi tako $to se smatra da je medusobmo rastojanje dve
konture jednako nuli 4 =0, a da su poluprecnici kontura a i b=a+7,
pri ¢emu je 7, <<a. To dovodi do istog rezultata, samo §to, mora se
priznati, izgleda manje logi¢no.
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91. Induktivnost pravih paralelenih odse¢aka

U prethodnim razmatranjima precutno je pretpostavljeno da su smerovi
obilaska po konturama, tj. smerovi struja isti. Medutim, veli¢ina i znak
koeficijenta medusobne indukcije zavise od skalarnog proizvoda
elemenata kontura. To se najlakse uocava kod pravih provodnika.

Medusobna induktivnost medusobno upravnih provodnika je nula.

Kod paralelnih provodnika struje mogu biti d x'dx! X
paralelne ili antiparalelne (lekcija 30), pa je b S
I
! R
JYRRITY | S |
AN —x) +d? 0 x'dx' I x

dx/

J&'=x)? +d?

I i
arcsinhl_—xdx + Iarcsinhidx = 2! arcsinhidx
d 0 d 0 d

I
Unutrasnji integral j = arcsinh I=x +arcsinh >~
je tabli¢ni. ReSenje | d d

ima dva oblika.

Videti fusnotu.

S —

Kad se (kao podrazumevan) dvoznak izostavi, kona¢no se dobija da je

2 2
M=M Larcsinhi— 1+(1J +1 =u—01 arcsinhi— 1+[i) +i
2n | d d d 2n d [ [

ili kad se upotrebi logaritamska funkcija (videti fusnotu)

2 2
Mzu—‘)llni+ 1+L —1+1 +£.
2n d d / [
e Spoljasnja samoinduktivnost se dobija kad se Za [>>r,
provodnici preklope, tj. kad je d =r,. Imajuéi u
vidu da je /5, >>1, a r,/1<<1 sledi konatna | I, z“—ol|:]nz—l—l:|
. 2 4
priblizna formula. 0

I dr :ln(x+\/x2+d2J+C:arcsinh£+C
x2+d? d

1 1

Jarcsmh—dx J'arcsinhl_—xd(l -x)= I arcsinh ~ dx

) 3 d d

arcsinh xdx = xarcsinh x —vx*> =1+ C
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92. Dvozicni vod i dva dvozi¢na voda

e Dva veoma duga paralelna provodnika, kruznih poprecnih preseka, kroz
koje teku struje iste jaCine i suprotnih smerova ¢ine dvozi¢ni vod.
Spoljasnju induktivnost dvozi¢nog voda najlakSe je odrediti pomocu
spoljasnjeg fluksa i definicije inudktivnosti (lekcija 89)

U tackama povrSine izmedu najblizih
izvodnica cilindri¢nih omotaca provodnika,
vektori magnetnog polja koje stvaraju
struje koje teku po osama provodnika su
istog pravca i smera (lekcija 30), pa je

4 —

™) P
1 2

d—ry, d—ry

—-

,/Tx;'

A
—!

To1

1 d

T2

(1 1 Fluks vektora magnetnog polja treba
izracunati kroz povrsinu kona¢nih dimen-
zija, na primer kroz odsecak duzine /,

@, =1 IBI dr +1 sz dr, = “2°”1n (@ =ro)(d =1ip)

T
To1 o2
Kad je 1y, =r,=r <<d sledi priblizna
formula za spoljasnju induktivnost dvo-
zi¢nog voda koja se uobicajeno racuna po
jedinici duzine provodnika i naziva se
poduzna induktivnost, L'=L// .

e Dvozi¢ni vod A ¢ine provodnici 1-2, a
drugi dvozi¢ni vod B c¢ine provodnici 3-4.
U provodnicima svakog od vodova, struje
su istih intenziteta i suprotnih smerova.
Neka je aktivan vod 4.

Tor7o2

O

L =—¢t=

C I

L ~Hoy

“_Ollni
T

da

o

2®

Linije polja provodnika 1 su koncentri¢ni krugovi sa centrima na osi
provodnika, tako da je fluks vektora polja kroz odsecak povrSine 3-4 voda
B isti kao kroz kroz odsecak povrSine 3'-4. Kod izracunavanja medusobne
poduzne induktivnosti debljina provodnika ne mora da se uzme u obzir pa
su granice integracije odredene poloZajima osa provodnika. Na isti na¢in
se odreduje fluks koji stvara provodnik 2. Konac¢no je

dyy

dig
D, ZZJ'BIdr:Flo_”J'ﬂ:P‘O—”m@
; 2n ro2n dy
_M _ Dy + Dy,

M!
[ 1l

2n

D, = Bl In—2>
2n  d,,

B2 —

> M= disdy;

dl 3 d24

d23

b
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93. Koaksijalni solenoidi

Kroz solenoid duzine /, kruznog poprecnog
preseka poluprecnika a, tj. povrSine S, sa
N, namotaja proti¢e promenljiva struja /.
Ja¢ina indukovanog elektri¢nog polja (lekcija

86) srazmerna je brzini promene struje i zavisi
od rastojanja od ose solenoida.

U konturi polupre¢nika » indukuje se elektro-
motorna sila g, .

r, r<a
__lpMNdhy
2 ll dr a—,rza
r

Rezultat ocigledno zavisi od veli¢ine obuhvacenog fluksa. Kad kruzna
kontura obuhvata solenoid, ceo fluks se zatvara samo kroz popre¢ni presek
solenoida (van solenoida polje je jednako nuli), pa polupre¢nik konture, a i
njen oblik viSe nisu od znacaja.
KoV, 1 do HoN, df, >
B:— (I):BS Ea=——=——7"-——qa’'T
111D s Doy I, dr

e Neka je umesto kruzne konture oko solenoida namotan drugi kraci
solenoid sa N, namotaja. U prethodnom razmatranju se niSta ne menja,

osim §to su fluks i indukovana elektromotorna sila N, puta veci.

do  pNN,S, dIy vy = BNNS, dI

e :—N —_— - _— = — -1
2T g L dt > l > e dr

e 7Zbog pojave samoindukcije u solenoidu se istovremeno indukuje
povratna elektromotorna sila koja je srazmerna broju namotaja N, .

_ 90 pNNS, df _ BeNiNS, _ d/
a="Ny, T w P hT > e=-Ly
e Ako promenljiva struja te¢e kroz spoljasnji solenoid dr,
prakti¢no je nemoguée odrediti fluks kroz svaki od & =- dr
namotaja duzeg solenoida jer je polje kraceg solenoida
veoma sloZzeno 1 svi ti fluksevi su razli¢iti. Medutim, g, = _LZ%
medusobne induktivnosti su iste i problem je resen. d
e Ako su solenoidi istih duzina onda se koeficijenti e, L M
sopstvenih induktivnosti razlikuju samo po broju &) | —=——-=—
namotaja, pa se dobija veza izmedu tih koeficijenata. & M L
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94. Model transformatora

Kad su dva solenoida namotana oko istog
jezgra, tada sigurno obuhvataju isti fluks.
Jezgro je koncentrator fluksa. To je primitivan
transformator - uredaj za povecavanje ili
smanjivanje napona izvora promenljive struje.

Princip rada transformatora otkrio je Faraday svojim eksperimentom iz
1831. godine. Medutim, za otkri¢e transformatora vezuju se imena onih
koji su svoja znanja uspeli da komercijalizuju (dodatak B). Posto svaki
namotaj oba solenoida prozima isti fluks @ tada je

do . do

g =-N— 1 &=-N,— =
1 ldt 2 2dt g N]

gde su g 1 €, povratna elektromotorna sila samoindukcije (u primaru),
odnosno indukcije (u sekundaru). Realniji primer nije bitno razlicit.

Na primar je doveden prostoperiodi¢an napon. U, =U,cosot
Indukovana povratna elektromotorna sila u celosti » __

se suprostavlja dovedenom naponu. !
Na sekundar je prikljucen potroSa¢ R, . Indukovana @) U.=LR
stuja u sekundaru stvara pad napona na potrosacu. 2o
Pad napona je jednak indukovanoj elektromotornoj . =

sili jer nema drugih izvora napona. :

d’ dr ds d/
—g =L —Lt+M—2% Uycoswt =L, —L+,/L,L, —=
P dr > U b VP dt
e =m0 R o JLL +L—
de de
Ako se prva jednacina pomnoZi sa L U
7L . 1, =—|-%—2coswt
VL, /L, ,azatim oduzme od druge R,
direktno se dobija /,. Smenom tog ﬁ)
. . " . U, . L, U,
izraza u prvu jednacinu dobija se I, =—sin ot + —=—>cos ot

1}, odnosno nakon integracije 7, . oL, L R,

Na sekundaru se moze dobiti
znatno veéi napon od primarnog. En)
Medutim, to ne znaci da je narusen
zakon o odrzanju energije. Naime,

LR, L, __&

U, L N,

Yy _
U

Srednja L U 1 T Srednja

snaga P (B) J-IU de =— —Z_J.IzUz dt=(P,) 4  snaga
: 2L R, T

primara 0 sekundara
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9S. Energija magnetnog polja

U opstem slucaju, u nekom izolovanom, nepokretnom i kvazistatickom
sistemu postoje naelektrisanja u mirovanju i1 kretanju koja stvaraju
elektricno polje E, koje potice od samih naelektrisanja ali i od
promenljivog magnetnog polja (lekcija 85). Takvom sistemu se dovodi
energija, §to moze da se prikaze ekvivalentnim spolja$njim (eksternim)
elektricnim poljem E,. Ukupna gustina struje u sistemu se dobija iz
Ohmovog zakona (Sveska II) u diferencujalnom obliku.

jZG(Ee+E) > lqulg“e—grad(p—a—A
c ot

Kad se jednacina skalarno pomnozi sa J, preuredi redosled sabiraka i
integrali po zapremini koji zauzima sistem, dobija se jednaina snage.
Leva strana jednacdine je snaga koja se dovodi sistemu, a desna strana
pokazuje kako je ta snaga rasporedena. Prvi sabirak je snaga Jouleovih
gubitaka. Drugi i tre¢i ¢lan potrebno je transformisati, kao Sto sledi. U
treCem koraku transformacije zapreminski integrali prelaze u povrSinske.
Ovi povrsinski integrali su jednaki nuli jer integrandi teze nuli bar kao

1/, dok se zapremina iri kao . O¢igledno da ovi sabirci predstavljaju
snage koje apsorbuju elektri¢no i magnetno polje, respektivno.

jEejdV = lszdV + jjgrad(pdV + ja—;ljdV
14 cFV V 4 at

I | |

div(eJ) =J gradp—@divJ div[ixﬁszlrotsz—%ﬁrotﬁ
Fi _[.0p LT A~ (s oA (o4 -
jV’Jgradw dV—jy’w 5 dV+JV'd1V(<pJ)dV JV'tJdV_lﬂrotﬁth—ldw[atxHJdV
jjgrad(pdV=jcp@dV+§;((pj)d§ ja—jdV:IFIrota—AdV— 6—A><I-I ds
v v o S , Ot V ot : ot
j [P A5 (798
!Jgrad(pdV-l@ath i leV—;[H v
[Edar = ljJZdV + jcp@dV + jHa—BdV
c ot ot
Vv Vv 14
Snaga Snaga Snaga Snaga
izvora Jouleovih gubitaka elektricnog polja magnetnog polja

(Sveska II) (Sveska II) (Sveska I)



136 Dejan M. Petkovié

Uspostavljanju struje u sistemu protivi se elektromotorna sila samo-
indukcije koja elektricnom polju dodaje vrtloznu komponentu. Izvor
napajanja ulaze rad da bi savladao tu prepreku i time deponuje deo energije
u magnetno polje. Za elementarno vreme df jacina magnetnog polja se
poveca za dB.

procesa uspostavljanja struje, odnosno magnetnog
polja. Za praktican proracun energije potrebno je
poznavanje krive magnecenja, odnosno krive W = j
prvobitnog magneéenja, ako sistem nema istoriju. v
Gustina energije w,, je jednaka povrSini koju ova ]g

0

Magnetna energija je zbir svih priraStaja u toku aw, = J‘ HdBdV
Vv

kriva gradi sa ordinatom (osa magnetnog polja). W, =

Za linerane sisteme je B=uH 1 izraz za energiju
mozZe da se napise u sledecem obliku,

1 -
W =E£B2dV=%IJ:H2dV=E;|;BHdV. dB

e Drugim rec¢ima, spoljasnji izvor napona U mora u celosti da savlada
elektromotornu silu samoindukcije, U +€=0 (lekcije 88 i 94). Ako nema
gubitaka, tada se celokupna energija izvora trosi na vrSenje tog rada, tj. na
formiranje magnetnog polja,dW, =UIdt, odnosno

Wy er—rr YL >  dw,=LIdl > szlu2
dt dr 2

Ako se upotrebe ranije izvedeni izrazi za fluks, prvo pomocu koeficijenta
samoindukcije (lekcija 88), a zatim pomoc¢u magnetnog vektor potencijala
(lekcija 39) dobijaju se jo$ dve korisne formule za proracun magnetne
energije,

m

. 1¢=-
o=11 > | =%q>1 keoi ®=§Adl [> szszJdV
C 14

U poslednjem izrazu za energiju integracija se vrsi po celoj zapremini u
kojoj teCe struja. Medutim, integracija po zapremini koja je ve¢a od one
zaposednute strujama, dovodi do istog rezultata, jer je u proSirenom delu
takve zapremine gustina struje jednaka nuli. Takvim razmisljanjem dolazi
se do zakljucka da je magnetna energija lokalizovana u prostoru gde su
lokalizovane struje.

Sa druge strane, pomocu uopsStenog Ampereovog zakona gustina struje
moze da se izrazi preko magnetizacionog polja (lekcija 49), J = rotH .
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Da.lje, potpuno istim transforrpacijama W _1 .[ roth dV
koje su ve¢ primenjene kod jednacine 2y

bilansa snaga, izraz za energiju moze
da se dovede do oblika koji analogan
izrazu za snagu. Jedina razlika je $to se ArotH = H rotd — div(Ax H)
u izrazima za energiju pojavljuje
magnetni vektor potencijal, a u ovima
za snagu izvod ovog vektora po
vremenu. Istim rezonovnjem, kao i
malopre, zakljuCuje se da povrSinski
integral tezi nuli. Dakle, u integraciji po W, :leﬁdV—l I (AxH)dS
celom prostoru ostaje samo prvi ¢lan. 2y Zs

div(Ax H) = HrotA — ArotH

ArotH = HB —div(Ax H)

w, :ljéﬁdV—ljdiv(Zxﬁ)dV
21/ 2V

Izraz za energiju, u kome se pojavljuje iskljucivo 1¢=-
magnetno polje, je potpuno isti kad se izvede na dva W, = EJBH dv
nacina, ako su to uopste dva nacina. 4

e Na osnovu ovog izraza moze da se zakljuci da je energija lokalizovana u
celom prostoru gde magnetno polje postoji, a ne u prostoru ispunjenom
strujama, kako je prethodno zakljuceno. Gde je lokalizovana magnetna
energija? Logino je da je magnetna energija lokalizovana u istom
prostoru u kome je vec lokalizovana energija elektricnog polja (lekcija 21).
Gde je magnetna energija nakon zavrsetka procesa uspostavljanja struje?

Posto je energija sposobnost sistema da vr$i rad, a magnetno polje ne vrsi
rad (lekcija 18), izgleda nelogi¢no da se energija deponuje u magnetnom
polju. Medutim, nastajanje struje u sistemu prati promenljivo magnetno
polje, a promenljivo magnetno polje, prema Faradayeovom zakonu, prati
promenljivo elektri¢no polje i protiv sila tog polja se vr$i rad. UloZeni rad
odlazi u formiranje magnetnog polja. Proces je obrnut kad struja u sistemu
nestaje. Tada sile promenljivog elektricnog polja vrSe rad tj. magnetno
polje sistemu vrac¢a uloZzenu energiju. U linearnim sistemima energija se
vra¢a bez ostatka. Kad sistem sadrzi feromagnetne materijale, samo deo
uloZzene energije moze da se vrati razgradnjom magnetnog polja. Deo
energije je nepovratno utroSen na magneéenje materijala. Gde je energija
izmedu ta dva procesa? Zato o energiji magnetostatiCkog polja govore
samo oni koji sebi nisu postavili prethodna pitanja.

e Postoji znaCajna slicnost izraza za 1=~ l ==
energiju magnetnog polja i izraza za |"m T H @ We :EE
energiju elektricnog polja (Sveska I). Ta
o . . L 1 -- 1
slicnost ima svoje korene u definicijama |, —_— @ W, =—op
induktivnosti i kapacitivnosti. 2 2
® 0 1 . 1
= -2 W ==L 1W,=—0U
L=- c=3 = am, S0
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e Kod proracuna koeficijenta samoindukcije debljina 1.,
provodnika mora da se uzme u obzir, a tada se W, = EL[
javljaju teskoce oko definicije fluksa (lekcije 90-92).
Ovaj problem treba izbeci, ako je moguce, tako Sto I = 2w,
se proracun izvrsi preko izraza za energiju konture. I’

e Prilikom proracuna energije integracija se vrsi po celokupnoj zapremini.
Zapremina koju zauzimaju provodnici je unutrasnji domen, a ostatak
prostora je spoljasnji domen.

Dcu

kao zbir energije lokalizovane u polju u provod- L=

Prema tome ukupna energija moze da se predstavi 1
2 j
. . . .. . .o . V
nicima (interna energija) i energije lokalizovane u

polju van provodnika (eksterna energija). U opsStem N
o \erna energ L =— [BHdy

slucaju magnetne permeabilnosti sredina su razlidite. ¢ J?

Koeficijent samoindukcije je zbir dva koeficijenta - e

tj. zbir unutras$nje i spoljasnje induktivnosti. L=L,+L

e U opstem slucaju raspodela struje u provodniku zavisi od ucestanosti
(Iekcija 105). Zbog toga od ucestanosti zavisi i raspodela magnetnog polja,
a posledi¢no vrednosti koeficijenata indukcije. Ako su provodnici tanki
spoljasnja induktivnost ne zavisi bitno od od raspodele struje, jer je
magnetno polje van provodnika isto kao da struja tece po osi provodnika.
Medutim, unutrasnja induktivnost uvek zavisi od ucestanosti. Koeficijenti
indukcije su staticki ili dinamicki zavisno od toga da li su racunati pod
uslovima kvazistati¢nosti ili ne.

e Neka je posmatrani sistem provodna kontura C u kojoj deluje izvor
napona U 1 koja ima svoju otpornost R i induktivnost L. Kad se
diferencijalni oblik Ohmovog zakona skalarno pomnozi elementom

konture d/ i integrali po celom obimu konture dobija se jednacina napona
koja ima formu II Kirchhoffovog zakona.

§E;dz” - —§sz + §grad<pdz + §§—dz

A dr- .- do
d/ grado=—E dt Adl = A

§Edi:o do _ dr

= dl=RI ottt
2e=U f oS _I C dr dt
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96. Energija solenoida

Sve formule koje su izvedene za energiju ukljucuju integraciju po
zapremini, mada se to eksplicitno ne vidi kod formule za proracun energije
preko induktivnosti. Sistemi koji imaju bar jednu beskonacnu dimenziju
imali bi beskonacnu energiju. U takve sisteme spadaju dvoziéni vodovi,
koaksijalni vodovi i usamljeni provodnici. U stvari, te sisteme smatramo
veoma dugim. U posmatranom delu zapremine, oko nekog poprec¢nog
preseka, karakteristike od znacaja za problem su konstantne. Takode, ako
povratni vod nije obuhvacen sistemom, smatra se da je daleko tako da ne
utice na polje u posmatranom delu zapremine. Tipian primer je
beskonacan solenoid kroz koji proti¢e stalna struja. U solenoidu konacne
duZine, ja¢ina magnetnog polja na krajevima opada na polovinu vrednosti
koju ima na sredini ose (lekcija 38). Ako je solenoid veoma dug
(beskonacan) polje se moze smatrati konstantnim i dobija se rezultat koji
inaCe daje primena Ampereovog zakona (lekcija 24 ili 53). Induktivnost
beskonacnog solenoida je takode beskonacna. Zbog toga se induktivnost i
energija solenoida racunaju po jedinici duzine, a to vazi i za vodove.

e Proracun energije preko induktivnosti

1 1 NS
.u 2 .

w! L ippll
21 2 2

lekcija 88 —

e Proracun energije preko magnetnog vektor potencijala

_ L . 2
W,,;=1§A1dzl§AJSdl=1 BV 6 My an=L NS
2 2 2 2 ! 27

lekcija 45 I [ lekcija 53

e Proracun energije preko jacine magnetnog polja

2
W, - (gagay =L NN gL N2512
2l 21 [l 2 [
lekcija 24 lekcija 53
e Tri formule za energiju daju alternativnu moguénost 2w,
za proracun koeficijenta samoindukcije (lekcija 95). L= JE

Prora¢un koeficijenta samoindukcije moze da bude veoma sloZen problem
(lekcija 90) i Cesto je jednostavnije izraCunati energiju sistema pomocu
jacine magnetnog polja, pa zatim iz energije izracunati induktivnost.
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97. Unutrasnja induktivnost pravog provodnika

IzraCunavanje induktivnosti pravog provodnika je wl
jedan od elementarnih problema koji se javlja u B=
svim prora¢unima u kojima debljinu provodnika
nije mogucée zanemariti. Magnetnu energiju pro- W :L I BXdV
vodnika polupreénika a 1 konacne duzine / je

najlakse izracunati pomocu jac¢ine magnetnog polja

r,r<a
2 2
2na

(Iekcija 22). dV =rdrdbdz
1 },LI 2 a 21 “1 2 a
sz—( 2) J‘ I jr rdrdddz = ( 2) 2ml J‘r3dr=[21L
2\ 2ma 20 oo o 2\ 2ma 0 16m
Integracija je izvrSena po zapremini zaposednutoj . 2W,  2W,
provodnikom i to je unutrasnja (interna) energija. T T2

Shodno tome, izraunava se unutraS$nja poduZna

induktivnost provodnika. Dobijeni izraz, kao i do

sada izvedeni, vazi samo u kvazistatickom sluc¢aju. L= i
Ukupna induktivnost sistema je zbir spoljasnje
(eksterne) i unutrasnje (interne) induktivnosti. U
. AT L=L,+L
tom smislu treba uopstiti ranije izvedne formule. e
| 1T 11 1
KruZzni zavojak Prav provodnik Dvozi¢ni vod
(lekcija 90) (lekcija 91) (lekcija 92)
d 2
Lopga 3ol 2mal Bl 2 W By 4 2R
7 8n 2n| 7, &n T 8n

98. Poduzna induktivnost koaksijalnog voda

Direktnom primenom postupka za proracun energije preko jacine polja i
prorac¢un induktivnosti preko energije za koaksijalni vod (lekcija 23) se
dobijaju sledeéi rezultati.

w p_ M
B = r, 0<r<a L=
" ona? > L 8n
Bzzu—ol, a<r<b D> L, _Moy b
2nr 2t  a

22 4 22
P LA SEPCP R S A . O M
2 ¢* - b an( (2—p2f b A -bY)

Poduzna induktivnost E{) L'=Lj+L,+Lj
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99. Energija induktivno spregnutih kontura

Razmatranje koje vazi za sistem koji se sastoji
od n zatvorenih kontura moze se, bez gubljenja
na opstosti, prikazati za sistem od dve konture. U
stacionarnom stanju kroz dve konture proti¢u
stalne struje /; 1 /,. Koliko energije je uloZzeno?

Naka se u prvoj konturi uspostavlja struja /, . .
Druga kontura je u pocetku otvorena, 7, =0. ﬁ) W = ELl I}
Prvi generator ulaze energiju ;.

U drugoj konturi se sada uspostavlja struja 7, .

U prvoj konturi se odrzava stalna struja /, . [> w, = %Lz 15
Drugi generator ulaze energiju W, .

Zbog pojave struje I, u prvoj konturi se javlja ﬁ) . =M dz,
elektromotorna sila medusobne indukcije g, . b dr

Da bi struja /; ostala stalna, prvi generator ﬁ) W MII
ulaze dodatnu energiju W, savladavaju¢i g, . o
Ukupna energija sistema je W . ﬁ) W=w+Ww,+W,

e Drugim refima, u stacionarnom stanju kroz dve konture proticu dve
stalne struje. Energija sistema je energija rezultujuceg polja, koje je pak
vektorski zbir komponenti, B =Z§]+l§2 , H=H 1Jrlfl ,. Tako se Ccisto
matematickim postupkom dolazi do istog rezultata kao i pomocu fizicki
zasnovane prethodno sprovedene analize.

157 1
W,=—|BHdV W =—LJ*
3| > 1, =~

B =B, 4B, + B, + B

1
W =Wt W AWt W s, > w, :E(Lnllz +L, I, +Ly 1, +L22]22)
élﬁzzuHIHZZEZHI D L12:L21:M
W, =W 20 5t W o, > w, =%L1112 +%L2122 +M LI,

U linearnim sredinama, rad koji izvrSe generatori napona, savladavajuci
indukovane elektromotorne sile prilikom uspostavljanja struja, u celosti se
transformi$e u magnetnu energiju. Energija magnetnog polja ne zavisi od
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nacina i redosleda uspostavljanja struja, sto je u skladu sa zakonom o
odrzanju energije. Da nije tako, uvek bi se mogao pronaci takav nacin
razgradnje magnetnog polja pri kome bi energija koju polje vraca bila veca
od energije koja je uloZena u njegovu gradnju.

e [z izraza za energiju dve spregnute konture 1 <L
uopstavanjem se dobija izraz za energiju sistema W, = EZZLUI i
od n kontura. i=1 j=1

® [zraz za energiju dve spregnute konture moze da se napiSe u obliku u
kome figuriSe odnos struja u konturama x =1, /1.

o 1 1 I I, ,(1 1.,
W,=I| -Li+—L,%+M-* > W,=I]| =L +—=L,x"+Mx
2 2 7 1 2 2
Iz ovog oblika moze da se odredi ekstremna vrednost, izjednacavanjem
prvog izvoda sa nulom. Po$to je drugi izvod uvek pozitivna veli€ina,
ekstremna vrednost je minimum.

dw, 2 M I} M?
dx Il (L2X+M) 0 [> L2 [> Minin 2 1 L2

Energija je uvek nenegativna veli¢ina, te odatle M<JLL
sledi uslov za koeficijente indukcije. U opStem sV
slu¢aju medusobna induktivnost se izrazava
pomocu koeficijenta sprege £ . M =kyLL,

e Kad kroz dve induktivnosti protice ista struja (na primer, dva solenoida u
rednoj vezi) izraz za energiju moze da se napiSe u obliku u kome figurise
ekvivalentna induktivnost.

W:%L1[2+%L212+M12 =%L612 > L=L+L,%]2M|

Medutim, induktivna sprega izmedu dva elementa sistema zavisi od
geometrijskih odnosa (i od smerova struje Sto se svodi na medusobni
polozaj) i moze da bude pozitivna, negativna i jednaka nuli.

mmw  mmwm Ww WS
L+L,+2M L+L,—2M L +L,—2M L+L,

Menjanjem  medusobnog polozaja  kalemova S,
podesava se i ekvivavelntna induktivnost, a uredaji i -
su nazvani promenljivi induktori ili variometri. f
Teorijski je moguce postici nultu induktivnost.
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e Induktivnost je Cesto nepozeljna karakteristika, na primer, kod zi¢anih
otpornika kod kojih se otporna zica namotava u obliku kalema ili ravne
spirale. Spiralni solenoid zanemarljive samoinduktivnosti, koji je Tesla
patentirao kao kalem za elektromagnet 1894. godine, danas je Siroko
poznat kao Teslina palacinka (Tesla pancake).

Da bi se induktivnost svela na najmanju
mogucéu vrednost koristi se bifilarno
(Lat. bi - dva, filum - nit) motanje. Kad
se na jednom kraju namotaja provodnici
spoje, struja kroz dva identi¢na kalema
protié§ u sup-rot.nirn smeroYima i ukupna L =L +L2JLL =0
induktivnost je jednaka nuli. ¢

e Kad se kalemovi predstavljaju Sematski ne postoji mogucénost
odredivanja znaka koeficijenata medusobne indukcije. Zbog toga je
usvojena konvencija o obelezavanju induktivnih elemenata pomocu
tacaka. Posto su u opStem slucaju naponi i struje promenljivi u vremenu,
uvodi se referentni smer struje. Referentni smer odreduje smer obilazenja
po konturi koja sadrzi induktivne elemente, a posledi¢no odreduje znak
koeficijenta medusobne indukcije i indukovane elektromotorne sile.

Neka su induktivni elementi solenoidi. L
Ako se na osnovu posmatranja utvrdi da | M=0
I I

je koeficijent medusobne indukcije

pozitivan, tacke se crtaju tako da oba n
referentna smera struje ulaze u solenoide | l‘ f f J\ )H()\:\ M g% %:
kod nacrtanih tac¢aka i obrnuto. h ] °

e U svakom od dva induktivno spregnuta
kola deluju po tri elektromotorne sile.
Prva potice od dejstva generatora, druga
od dejstva samoindukcije i treca od
dejstva medusobne indukcije.

. . U +¢,+
Jagine struja u I, =% > U, = IR, + LlﬂJrM%
kolima se mogu 1 dr de
izraziti u formi U.+5 - +¢ dr dI
Ohmovog zakona. 1, Z% > U, 212R2+L2d_t2+Md_tl
2

Do istog sistema diferencijalnih jednacina se dolazi i ako se jednacina
bilansa energije za jednu konturu (Iekcija 95) uopsti za slucaj dve ili vise
spregnutih kontura.
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100. Struja u kolu sa otpornikom i kalemom - RL kolo

Data je redna veza otpornika R i kalema L. Ovi P
elementi, 1 pred toga Sto se prikazuju posebno, nisu 1 > IR M
obavezno koncentrisani jer svaki provodnik ima U L
svoju induktivnost i svaki kalem ima svoju otpornost. T |

» NEMOJ DA DOLAZIS. Kad se RL kombinacija priklju¢i na izvor
jednosmernog napona u kolu se trenutno pojavljuje indukovana
elektromotorna sila koja se protivi struji koja se iznenada pojavila.
Prikljuceni napon savladava elektromotornu silu samoindukcije i u kolu se
postepeno uspostavlja stacionarno stanje u kome tece jednosmerna struja
stalne jacine [, =U/R.

» NEMOJ DA ODLAZIS. U stacionarnom stanju izvor napajanja se iskljuci
prespajanjem krajeva RL kombinacije. Istovremeno sa iskljuivanjem
napona, u kolu se pojavljuje elektromotorna sila koja koja bezuspesno
pokusava da odrzi struju koja nestaje, cak skokom varnice ako elektri¢no
kolo nije zatvoreno. Kad se sva energija akumulirana u magnetnom polju
utrosi struja pada na nultu vrednost, / =0.

Prelazni rezim V¥ Ukljucivanje | Iskljuéivanje A
Diferencijalna jednacina [{\ U=RI+L dr 0=RI+L dr
elektri¢nog kola y - dr B dt
Pocetni uslov E{) t=0, I=0 ‘ t=0, I=1I,
Stacionarni rezim [:/\ t—owo [=], ‘ t—>w [=0
Oblik koji razdvaja E:\} ' _R dr dr _R dt
promenljive d I,-1 L I L

jednacine

Resenje diferencijalne E:\} I=1, {1 _ elzt} =1, {eﬁtj

Odnos 1= L/R je vremenska konstanta, a recipro¢na vrednost o =1/(21)
je faktor prigusenja. Sto je induktivnost veéa prelazni rezim je duzi.
Teorijski, stacionarno stanje se uspostavlja nakon beskona¢nog vremena.
Prakticno, potrebno je nekoliko vremenskih konstanti. Dobijene rezultate
treba uporediti sa onima (Sveska II) koji se dobijaju za punjenje i
praznjenje kondenzatora preko otpornika.

U linearnim sredinama, gde magnetna permeabilnost ne zavisi od jacine
polja, energija magnetnog polja je jednaka radu koji izvor napajanja utrosi
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za uspostavljanje magnetnog polja. Ako se jednacina uspostavljanja struje
u kolu pomnozi ¢lanom [ d¢, dobija se jednacina energetskog bilansa,
Uldt=RI’dt+LI1dl

daw,= dw, + dw,

|
| I_l |—v
Energija Energija Energija

izvora napajanja  Jouleovih gubitaka magnetnog polja

U:RI+L% |-(Idr) D

Leva strana jednaline predstavlja energiju koju izvor troSi u toku
uspostavljanja struje u kolu. Desna strana jednacine pokazuje kako se ta
energija rasporeduje. Prvi sabirak predstavlja Joulove gubitke, a drugi
energiju koje se zbog samoindukcije pretvara u magnetnu. Na kraju
prelaznog rezima struja dobija svoju stacionarnu vrednost. U stacionarnom
rezimu (struja je konstantna) nema pada napona na kalemu i napon izvora
jednak je padu napona na otporniku. Medutim, u magnetnom polju je
akumulirana energija koja moZe biti vra¢ena izvoru ili pretvorena u neki
drugi vid energije.

Izraz za energiju koja je Iy 1, 1
sadrzana u magnetnom ., ZLJ-IdI ZELIO [> W =EQ)]0
polju kalema je analogan 0

sa izrazom za energiju koja 0 | 1

je sadrzana u elektricnom w,= CIq dt=—CQ* > W,=—UQ
polju kondenzatora 0 2 2

e Neka je induktivnost u kolu dugacak solenoid ili torus. Tada je

272 2 272
w,=tor=Ltpsr =tV log W Nl g 1 gy gy
2 2 21 ST, 20 2

gde je V' zapremina solenoida. Dobijeni izraz, takode analogan sa izrazom
za energiju elektricnog polja (sveska 1), pokazuje da je energija
lokalizovana u polju.

e Ukupna energija sadrzana u polju je reverzibilna i u potpunosti se vraca
prilikom iscezavanja polja. U posmatranom slucaju energija ne moze da
bude vracena izvoru (jer je iskljucen) i transformiSe se u Joulove gubitke.

Energija koja se oslobodi na Energija magnetnog polja
otporniku kalema

© © »25
\_ W, =R[ I*de=RI] [ e Va=Llr-w J
2
0 0

m
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101. PraZznjenje kondezatora preko kalema - LC kolo

[b)

u |c L

Neka je kondenzator inicijalno priklju¢en na napon
U 1 tako napunjen koli¢inom naekektrisanja
O =CU . U trenutku ¢ =0 kondenzator se preklop-

nikom prespoji na kalem.

Uspostavljanje struje u kolu zna¢i smanjivanje koli¢ine naelektrisanja u
kondenzatoru, pa je [ =-dQ/dt. Istovremeno se pojavljuje indukovana

elektromotorna sila e=-Ldl/dt=Ld*Q/dt*. Kako nema spoljasnjih
izvora, diferencijalna jednacina ovog kola je U +¢&=0. Medutim, do iste

jednacine, sasvim elegantno, se dolazi i iz jednacine energetskog bilansa.

Energija kola u nekom trenutku
posle prebacivanja preklopnika.

Kad nema generatora i otpornosti
energija se ne menja u vremenu,
dw/dt=0.

Uspostavljanjem struje koli¢ina
naelektrisanja u kondenzatroru se
smanjuje, I=-dQ/dt.

Konstanta ®, je sopstvena

ucestanost.

Diferencijalna jednacina
elektricmog kola.

Opste reSenje diferencijalne
jednacine

Pocetni uslovi

Iz pocetnih uslova se dobija
C,=0iC,=UC.

Energija elektricnog kola tokom
vremena se ne menja.

U prvoj Cetvrtini perioda kon-
denzator se prazni, jacina struje
raste, elektri¢na energija se trans-
formiSe u magnetnu. Veé¢ u
drugoj Cetvrtini magnetno polje
vraca energiju elektricnom polju.

¥ | v v ¢

W=W,+W, =LQ2 Lp
2C 2

le—Q+L[£=0
C™ dt dr

2
Qd0, dodo_,
C dt dr dr

o, =1/4LC

0 =C,sinoyt + C, cos ot

I =—0,C, cosmyt + ®,C, sin ot
t=0,71=0 t=0, 0=CU
O=UCcoswm,t

I =Uw,Csin ot

W= %UZC(COSZ ®,t +sin’ w,t)

UC |
5 W

/2 ot
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102. Otpornik, kalem i kondenzator - RLC kolo

Realno elektri¢no kolo uvek ima otpornost, bar
onu koja poti¢e od kalema i provodnika. Jedini
izvor u kolu je napunjeni kondenzator, pa je
kao i u prethodnom sluc¢aju / =—-dQ/dt.

U svakom trenutku snaga Jouleovih gubitaka
na otporniku je jednaka brzini smanjenja
elektromagnetne energije,

d_W:_RIZ > le—Q+L1£+R]2=O
dt C™ dt dt

Sa ve¢ uvedenim oznakama o= R/(2L) 1 w, =1/+LC sledi razmatranje:
2

Diferencijalna jednacina ﬁ) (11_2Q + 2occzl—Q +a;0=0
t t

Podetni uslovi ) t=0,1=0 ¢=0,0=CU

Karakteristi¢na jednacina ﬁ) k* + 20k + o) =0

Koreni karakteristi¢ne jednacine ﬁ) ki, =—ot,ja’ — o)

Opéte resenje ﬁ) 0=Ce" +C, e

Mogucéi su sledeci slucajevi:
0 Nema prigusenja R=0 ki, =%jw, (lekcija 101)
1 Kritino prigusenje R=20,L k,=-a
0=CU(1+at)e™
> I=CUa’te™

2 NadkritiCno priguSenje R >2w,L k,=-a*p, B= Jo? —ap

0=(C +C2t)e_°”

0= CUe‘”(cosh Br+ %sinh BzJ

_ —(a+P)t —(a-p)t :
0=Ce +Ce > vp

I1=CU e * sinh Bt

8 PodkritiCno priguSenje R <2w,L k,=-otw, o= Vo —o
Q=UCe ™ cosot
0 =(C;sinwt +C,coswt)e ™ j)

ol . o
I=0UCe™ (sm ot +-—cos mtj
®
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e Neka u RLC kolu deluje generator prostoperiodi¢nog napona. ReSenje
diferencijalne jednacine se pretpostavlja u prostoperiodicnom obliku.

d/

—Q + Ld_ + RI =U — Prinudne oscilacije u RLC kolu
t
| L U=U,sinot QU [Q]
I =1 sin(wt — @) —NR |—-R
%zm]ocos(wt—(p) —3 L |- X =ol
1 X _
Qz—alocos((ot—(p) ——EC - T L0

— - %Iocos(oat — @)+ oLl cos(of — @)+ RI sin(wf — @) =U sin ot
®

Iz dobijene jednacine treba odrediti amplitudu i fazu struje u kolu.
Trigonometrijske funkcije razlike dva ugla treba razviti, a zatim uporediti
levu i desnu stranu jednadine.

Clanovi uz coso? Clanovi uz sin wt
1 1 ). U,
oL ——— |cos@—Rsinp=0 oL ——— [sin@+ Rcosp=—2
[ oC ) ¢ ¢ ( oC ) ? ® I,
Obe jednacine se kvadriraju, a zatim U,

saberu. Dobija se izraz za nepoznatu
amplitudu struje. Odavde je jasno
odakle potic¢u pojmovi koje je uveo
Heaviside (lekcija 11).

Induktivna i kapacitivna reaktansa E> X, =oL, X, =1/oC

"R+ (oL -1/(00))

1,=U,/Z

Ukupna reaktansa i impedansa EI/\ X=X,-X., Z=NR*+X?
Kolo je u rezonansi za ®= o, . ﬁ) X, =X., X=0,Z=R
Iz prve jednacine se donija fazni stav. ﬁ) tanp=X/R

%XL_XC cosp=R/Z

R sinp=X/Z

Srednja snaga na impedansi se dobija ako se proizvod trigonometrijskih
funkcija transformise u zbir i zatim integrali za jedan period.

U, U, ¢ 1
<P>—— Uldt = —"2cos o | dt — =22 | cos(2wt — @)df = — IR
j o7 @I T I ( ?) >l

0
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103. Energija i sila

Na osnovu ukupne energije sistema je mogucée odrediti rezultatne sile (i
momente) koje deluju u sistemu. Metod je zasnovan na zakonu o odrzanju
energije, a poznat je kao metod virtuelnih pomeraja (Sveska I).

Virtuelni pomeraj je zamiSljena elementarna LD, ]
promena neke koordinate sistema, tokom koje I "

vreme ne teCe. ZamiSljeno pomeranje nekog @
1/
1

elementa sistema znaci da je izvrSen virtuelni >
rad (Lat. virtualis - skoro takav, ima osobine),

koji je rezultat delovanja uopstene sile f duz

5l f

uopstene koordinate g . 04 = /g
Ako je g duzina, tadaje f sila, a ako je g ugao, tada je f moment sila.
Pomeranje nekog elementa u sistemu znaci promenu geometrijskih odnosa,
a to znaci promenu svih kapacitivnosti i induktivnosti koje su funkcije
samo geometriskih odnosa (¢ i p su konstantne veli¢ine).

Po definiciji kapacitivnost je odnos koli¢ine C=q/o
naelektrisanja i potencijala, a induktivnost je
odnos fluksa i struje, pa sledi razmatranje: L=d/1

P Ako je tokom vrSenja rada sistem ukljuéen na izvor napajanja,
potencijali i struje u sistemu ostaji konstantni, a dolazi do preraspodele
koli¢ina naelektrisanja i flukseva. Rad je izvrSen na racun energije izvora.
Energija sistema se povecava za prirastaj koji je jednak izvrSenom radu.

P Ako tokom vrSenja rada sistem nije prikljuéen na izvor napajanja,
koli¢ine naelektrisanja i fluksevi u sistemu ostaju kakvi su i bili, a dolazi
do promena potencijala i struja. Rad je izvrSen na racun energije sistema
koja se smanjuje za prirastaj koji je jednak izvrSenom radu.

Elementarni virtuelni rad 04 je brojno jednak virtuelnom prirastaju
energije OW , a odatle se dobija izraz za prorac¢un uopstene sile.

Izvor napajanja

| I
V ukljucen isklju¢en ¥
04, =PI, dW,=0I/2
6‘AIzvar = 26VVm I I 6Alzvor = 0
Energetski bilans ‘ OA,0r = OAgisrom +OW, bez Jouleovih gubitaka
6ASistem = 6VVm Il 6ASistem =-0 Wm
f=+ 3W | 4 Potencijali i struje su konstantni fe- w
og Naelektrisanja i fluksevi su konstantni P> og
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Predznak u izrazu za generalisanu silu odreduje samo smer sile. U vecini
slucajeva je jednostavnije smer sile odrediti iz fizicke ralnosti, tj. pomocu
smerova struja u sistemu. Primena metoda virtuelnih pomeraja bice
ilustrovana na ranije reSavanim primerima.

e Dvoziéni vod

Ukupna sopstvena induktivnost Ef) '~ P, d .
po jedinici duZine (lekcija 97) T r 4n

m
o

Ukupna magnetna energija po W :l 172 = Mo 2y d B
jedinici duzine (lekcija 95) [‘N) 2 27 ! 4

InZ
samo od spoljasnje energije. dd 21 dd ! 7

. . . .. ’ 2
Sila izmedu provodnika zavisi [:) F':dW’" _ bl d ( d]

Sila po jedinici duzine (lekcija &
31). Smer zavisi od smerova ﬁ) Fr=tel g

struja u provodnicima. 2nd

e Koaksijalne kruzne konture

Medusobna induktivnost @ 1y = Mo a’h’

u sluc¢aju b >>a (lekcija 87) 2 (b*+27)?

Spoljasnja energija sistema @ W= 1 MI? = nol?> @b’
(lekcija 95) g 4 (b +22)"

Ukupna sila izmedu kontura. @ F:dWm Bugnza’h’ I’

. . = ~1-1
Smer zavisi od smerova struja. dz  4(b* +z%)°?

e Koaksijalni solenoidi - U S$iri solenoid (poprec¢ni presek ;) duzinom z
uvucen je uzi solenoid (poprecni presek S, ). U najgrubljoj aproksimaciji
polja van solenoida su jednaka nuli, tako da samo u zajednickom delu
zapremenime (V}, =S,z ) dejstvuju polja koja poti¢u od oba solenoida.

Ukupna energija sistema ¢> W :ﬁI(H]+H2 4
(lekcija 95) ¢ "2y

Deo energije u delu preklapanja ¢>

solenoida. Wi =WoH H, S,z

Ukupna sila izmedu solenoida.

" _ dWm12 —
Smer zavisi od smerova struja. ¢> F= = " o H S, ~ 1y 1
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104. Noseca sila (elektro)magneta

Spoljasnja energija elektromagneta je lokali-

zovana u vazduSnom procepu tj. izmedu V-
polova i kotve i moze da se odredi pomocu e
prethodno izvedenh formula (lekcija 95). %
2 2 =
sz—ZBO Vz—zB0 Sx, -
Ho Ho ngg,; == Ix
gde je x rastojanje pola od kotve, S povrSina AL

mg

procepa i B, jacina polja na polu.
Virtuelni pomeraj kotve za dx menja energiju sistema za SW,, , pa sledi

_d BSx > F_Bgs
g

f =
dx 2y, 2u,

dw,
> =P g

e Neka je, zbog jednostavnosti proracuna, ja¢ina magnetnog polja u
vazdusnom procepu B, =1T i neka je poluprecnik jezgra potkovicastog
elektromagneta » =0.02m, tada je noseca sila /" =1000N. Takva jacina
magnetnog polja postize sa relativno malim dimenzijama i malim ja¢inama
struje. U pribliznom proracunu moze se uzeti da je povrSina vazduSnog
procepa ista kao i povrsina popre¢nog preseka jezgra i da je magnetno kolo
linearno (lekcija 74). Za jezgro kvadratnog oblika se onda dobija:

R - 41 +2_x’ @zizﬂ,
Holt, S HoS R, R,
OZEZM, ine zavisiod S.
S 4l+2un.x
Ako je

[=8cm, x=10"m, p, =3000 i NI =100A
sledi B, =1T.

e Neka je jezgo elektromagneta nacinjeno od
mekog gvozda. Maksimalana noseca sila se
dobija ako u proracun ukljuci jacina polja pri
zasienju, B~1.59T. Tada je p,=3000.
Snaznija polja bi dovela do pada magnetne 100 300
permeabilnost materijala (lekcija 57).

Teorijski, magnet sa gvozdenim jezgrom moze da

106 2
Fone /S =10"N/m nosi oko 100 tona po kvadratnom metru pola.
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105. PovrSinski efekat

U cilindricnom provodniku stalnog poprec¢nog preseka vremenski stalna
struja se ravnomerno rasporeduje (lekcija 22). Ako provodnik ima
promenljiv presek (ili nije cilindri¢an) raspodela struje nije ravnomerna ali
postoji u celoj zapremini provodnika. Medutim, struje promenljive u
vremenu se koncentriSu uz povr§inu provodnika. Uzrok ove pojave je
elektromagnetna indukcija. Promenljive struje stvaraju promenljivo
magnetno polje, koje prati indukovano promenljivo elektri¢no polje. Ovo
elektricno polje prouzrokuje indukovane struje koje stvaraju sekundarno
magnetno polje. Prema zakonu elektromagnetne indukcije sekundarni
fluks se suprostavlja primarnom, tako da je ukupni fluks u provodniku
smanjen. Efekat je sve izrazeniji §to su promene fluksa brze. Na visokim
ucestanostima struja i polje postoje samo u povrSinskom sloju provodnika.
Pojava je nazvana povrSinski efekat (Eng. skin effect) i prvi je primetio
Horace Lamb 1833. godine, proucavajuci elektrode sfernog oblika.

Odaberimo jednostavniji problem. Neka se
prostoperiodi¢na struja prostire u z pravcu kroz
homogeni poluprostor y>0. PovrSno gledano,

problem je Cisto teorijski. Medutim, svi rezultati
koji ¢e biti dobijeni imaju prakti¢ni znacaj.

Posto struja tece u z pravcu, magnetno polje ima samo x komponentu
(lekcija 26), pa se iz Ampereovog i Faradyevog zakona dobija par
medusobno povezanih jednacina.

53 B = A 5 s B-B% 4B,
rot =J B=nH rotB = pJ — < d =—-uJ,
= B J = E - B i = z dJ dB
rotE = _%B —J ok rotJ = —ca—B —J Sz f=—0c—F
ot ot dy dt

Kada se obe jednacine diferenciraju po y, moguce je eliminacijom jedne,
pa zatim i druge funkcije, dobiti dve nezavisne jednacine. Kad se struja
menja po prostoperiodicnom zakonu, po istom zakonu se menja i
magnetno polje. Nakon uvodenja komleksnog predstavljanja trigono-
metrijskih funkcija slede dve obicne diferencijalne jednaline sa
konstantnim koeficijentima. NA DALJE SU SVE VELICINE KOMPLEKSNE.

d’B, dJ, d’B, dB, B,=B," d°B, .

——r=-p — —F=uc = —joucB, =0

dy dy dy dt dy

d?J, ddB, d%J, s, J.=J,  dJ. .
=—0—— = UG - —JopcsJ, =0

2 o - 2
dy dr dy dy dt dy
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Obe dobijene jednacine su istog oblika u kome aey
funkcija Y predstavlja gustinu stljuje-ili magnetno V‘Y Y=0
polje i gde je y konstanta prostiranja. U opStem
slucaju (Sveska V) je Y= \/34 |onc

v =—o’u(e—jo/w). 1+i
Za dobre provodnike je o/(me)>>1, pa se dobija, V= ( JEJ ) VOHo
kao $to je i ovde dobijeno, y=(+j)k

v? = jopo.

Realni deo je kostanta slabljenja, a imaginarni deo k= /M
je fazna konstanta (lekcija 108) i obe su jednake. 2

Resenja gornjih diferencijalnih jednaCina su takode istog oblika. Na
grani¢noj povrSini y=0 obe funkcije kompleksne efektivne vrednosti

J.(0)=J,, odnosno B, (0)=B,, §to u zajednickoj notaciji odgovara Y.

Posto ni gustir}evt struje ni polje ne Y=Ce? +Cye” J
mogu neograni¢eno da rastu kad ' Y = BZ
y—owo,sledidaje C;=01i C,=Y,. Y =Y, P ;

Jasno, isti funkcionalni oblik imaju i elektricno i magnetizaciono polje.

J = J.e Itk [> dJ; =—(1+)kJ, —

z 0
&, dB 3 — J= [2oe B,
V4 X z M
— D —

=-jocB, ~ —
dy de dy

Bz :Boe*(lﬂ)ky D Jz: HO OUG e*/wej(n/4—lg))

e Faza vektora gustine struje (i mag- y=0

netnog 1 elektri¢nog polja) menja se _

sa rastojanjem od graniéne povrsine. - J.=+Hk(1+))

Na rastojanju y =mn/k gustina struje y=n/k 1

je u svakom trenutku suprotnog smera . .

od onoga koji ima na povrsini. g J.=—Hyke "(1+])

e Ampltuda vektora gustine struje (i magnetnog i P 1

elektricnog polja) sa rastojanjem od grani¢ne o=, |——=—
Y .. oucs  k

povrsine opada po eksponencijalnom zakonu. Na

dubini y=06=1/k amplituda ima e puta manju
vrednost nego na povrsini (Sveska V). Ta dubina je
nazvana dubina prodiranja struje i polja u provodnik.
(Eng. skin depth). Dobijeni rezultat vazi kad god je
struja tangenta na povrs§inu provodnika.
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e Struja je koncentrisana u veoma tankom sloju uz povrsinu provodnika.
PovrSinska gustina struje se dobija integracijom zapreminske gustine po
koordinati y . Za proizvoljnu dubinu y se dobija

Js, =Jy.Jz dy=H, (1+j)ka'e(1+j)ky dy:HO(l_e—(Hj)ky).
0 0

Posto je provodnik poluprostor 0<y<oo,

ukupna povrSinska gustina struje se dobija za Jg =J.JZ dy

y — o 1ijednaka je ja¢ini magnetizacionog polja 0

uz povrSinu provodnika, S§to je jasno realna

veli¢ina. Odnos povrsinskih gustina struje za Js=H,
proizvoljnu i ukupnu (beskona¢nu) debljinu

pokazuje koji deo energije je koncentrisan uz ‘ Jg 1J ‘:l—e"ky

povrsinu provodnika.
Sloj debljine &, tj. y=08=1/k, sadrzi oko 63% , a sloj debljine 38 oko
95% ukupne energije. Zato, Suplji (cevasti) provodnici mogu biti
optere¢eni istom gustinom struje kao i puni. Poduzna otpornost cevi
poluprecnika a i debljine d <<a se dobija iz definicione formule i iznosi

« visoka
R 1 1 k 1
R=—=—= > | R= uCestanost | R'=
I oS 2nacd 2nac niska P 21acd
2
5= —=— > mo—t L Jon_ Ry o fp o JOR
OUC 2nacd 2ma \2c 2ma 2c

Veli¢ina R, je dimenziono otpornost, [R¢]=€2, i nazvana je povrSinska

otpornost provodnika. Pravilniji naziv bi bio efektivha otpornost ili
dinamicka otpornost, jer se ne radi o otpornosti po jedinici povrsine.

e Za razmatrani poluprostor, iz Joulevog zakona (Sveska II) se dobija
srednja snaga gubitaka po jedinici povrSine provodnika. Kako je
dP=JEdV ,to sledi da je

P 17 2 2 T ~2ky 2 |OU dpP
—=—||J."dy=Hjou|le ¥ dy=Hj,|— — =H?
s G!I . Fdy=H, u! y=Hy > g = HoRs
U izrazu se pojavljuje povrSinska otpornost, a taj pojam je ve¢ uveden
prethodnim elementarnim razmatranjem. Odavde se dobijaju opsti izrazi za
ukupnu snagu Jouleovih gubitaka i ukupnu otpornost:

2 1 1 2
P=[HiRgds, R:I—zpzl—szORSds.
s 0 0s
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e Neka kroz puni provodnik kruznog poprecnog preseka poluprecnika a
protice struja jacine [,. Magnetizaciono polje uz povrsinu provodnika se
dobija iz ALBS zakona (lekcija 43) i iznosi H,=1,/(2na). Poduzna
otpornost se dobija iz opsteg izraza za ukupne Jouleove gubitke,

2
R=B Lo L (miras= Lo gomar > | g=Bs
[ Il Iyl Il (2na) 2ma

Dobijeni rezultat je potpuno isti kao rezultat za cevasti provodnik koji je
pak dobijen elementarnim razmatranjem.

® Snaga je kompleksna veli¢ina ¢iji realni deo predstavlja snagu gubitaka,
a imaginarni deo reaktivnu snagu. Medutim, nacin na koji je ovde izlozen
proracun snage ne dozvaljava analizu imaginarnog dela. Za takvu analizu
potreban je pristup pomocu Poyntingove teoreme o kojoj jos nije bilo reci.
Medutim, moze i ovako: Odnos elektri¢nog i magnetizacionog polja je
dimenziono otpornost i definiSe karakteristi¢cnu impedansu (Sveska V),

E J Hyjouce Pel™h) O x4 . .
7 =—= =0 , = et =R,(1+j))=R+jX .
“ H oH GH,e Vel Vo s+ .

Sledi da je (unutraSnja) reaktansa induktivnog karaktera, R=X =R,.

Poduzna unutras$nja induktivnost provodnika u dinamic¢kom rezimu nije
ista kao ona koja se ra¢una pri kvazistatickoj aproksimaciji (lekcija 97).

, « visoka
. R R 1 , 2 ,
L=—= 25 =5 5 H > L= —8“ — ucdestanost | L/ = —8“
® o2na 2ma\20c T a niska P> i

Povrsinski efekat povecava aktivnu otpornost i smanjuje unutrasnju
induktivnost provodnika, jerje R'~o i L'~1/ .

e Primenom formule za dubinu prodiranja dobijena je kratka tabela koja
objasnjava ve¢ poznate Cinjenice. Gvozde ima veoma malu dubinu
prodiranja. Jezgra elektricnih uredaja se prave od medusobno izolovanih
gvozdenih limova da bi se koristio puni presek, a ne samo povrsinski sloj.
Gvozde ne moze da zameni skuplji bakar u energetskim kablovima, koji se
izraduju od celi¢nih uzadi sa aluminijumskom ili bakarnom kosSuljicom.
Na visokim ucestanostima vodovi se premazaju mikronskim slojem zlata.
Srebro, koje je najbolji provodnik, brzo oksidise.

d[um]  magnetik u, 6 10° [S/m] 50 Hz 1kHz 1 MHz
Ag dia 0.99998 63 8964 2004 63
Cu dia 0.999991 59 9220 2061 65
Fe fero 1000 10 708 158 5
Al para 1.00002 35 11597 2593 82
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106. Efekat vrtloznih struja

Vrtlozne struje (Eng. eddy - vrtlog) ili Foucaultove struje su indukovane
konturne struje u provodniku koji se nalazi u magnetnom polju koje je ili
promenljivo ili postoji relativno kretanje izmedu polja i provodnika. Kao
Sto je povrSinski efekat posledica samoindukcije, tako su vrtlozne struje
posledica indukcije.

Ovu pojavu je 1824. godine primetio I
Arago 1 nazvao je obrtni mehanizam.
Objasnjenje je 1931. godine dao Faraday
(lekcija 77), a smer struja je odreden
1834. godine Lenzovim zakonom. Tek
1855. godine Foucault je zabelezio da se
Aragoov bakarni disk zagreva i da je
potrebna veca sila za njegovo okretanje
kada se nalazi izmedu polova magneta.

Za deo povrsine diska koji ulazi u prostor izmedu polova (sektor 1),
magnetno polje raste. U tom delu diska se indikuje konturna struja cije
magnetno polje se protivi promeni. Za deo povrsine koji izlazi iz prostora
izmedu polova (sektor 2), magnetno polje opada. Indukovane struje u tom
delu ¢e proizvesti magnetno polje koje se ponovo protivi promeni, a to
znaci polje koje pojacava opadajuce primarno polje. Na ivici gde su
magnetna polja suprotnih smerova javlja se odbojna sila izmedu magneta i
diska. Na drugoj ivici, gde su polja istog smera, javlja se privlacna sila.
Obe sile usporavaju rotaciono kretanje i to je pojava koju je otkrio
Foucault (Iekcija 80). Kineticka energija koja se trosi na savladavanje sila
kocenja se kroz Jouleove gubitke transformise u toplotnu energiju. Kad bi
disk bio radijalno ispresecan (sektor 3) ili perforiran (sektor 4), formiranje
vrtloznih struja bi bilo svedeno na najmanju mogucu meru. Indukovano
elektri¢no polje bi u neprekinutim delovima diska, sli¢cno Hallovom efektu
(lekcija 12), dovelo do gomilanja elektrona. Nagomilani elektroni bi
stvorili elektrostaticko polje suprotnog smera koje bi zaustavilo proces
daljeg nagomilavanja (lekcije 12 1 77).

U pojavi vrtloznih struja nema niceg spektakularnog, a efekati ovih struja
su pojava elektromagnetne sile i Jouleov efekat.

Elektromagnetna sila moze da se koristi za
elektromagnetne  kocnice, ostvarivanje
levitacije ili odvajanje neferomagnetnog
materijala iz otpada (Eng. Eddy Current »
Separator). Toplota moze da se koristi za i
http://www.kwsupply.com/

indukciono zagrevanje (kuvanJ 6). http://www .brighthubengineering.com/
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Vrtlozne struje su Cesto neZeljena pojava. iz
Feromagnetna jezgra uredaja se izraduju u,c

od tankih limova koji su medusobno

izolovani i postavljaju se paralelno sa B,
vektorom magnetnog polja. Time se isto- N\ ®,,
vremeno umanjuju uticaji povrsinskog Bb y
efekta i efekta vrtloznih struja. Za protok §> \

fluksa se koristi ceo popreéni presek H H H H - F* L
jezgra i ne dolazi do pregrevanja. d/2'd/2

Provodnik oblika neograni¢ene ploce debljine d se nalazi u promenljivom
magnetnom polju ¢iji se smer poklapa sa pozitivnim smerom x ose.
Pravac indukovanih struja je tada paralelan z osi.

Raspodela magnetnog polja je d2B
odredena istom jednacinom kao u [ o —v’B. =0
prethodnom problemu (lekcija 105). d

Resenje je pogodno napisati u Ef)
obliku hiperbolickih funkcija.
Konstante se odreduju iz uslova d)
simetrije, B, (—d/2)=B.(d/2).

U konatnom reSenju B, je

B, =C, coshyy+C,sinhyy
C, =0, C,=B,cosh(yd/2)

coshyy
0 cosh(yd/2)

efektivna vrednost polja na grani- ﬁ) B, =
¢nim povrSinama, y =+d /2

. 1 1
Gus.tm.a indukovane A dB, ﬁ) J.=-B, y _ sinhyy
struje je u dy p cosh(yd /2)
Kako je |yd |<<1, tj. kd <<1 to je i Q') 2

y .
. . J, =-By—y=-joc B
sinhyy~yy i coshyy~1. : ' y=-l 0

d/2
Snaga Jouleovih gubitaka po EN dap_ 1 J'| J.F dy :LB§m20d3
jedinici povrsine ploce je ds D 12
Do istog rezultata moze da se dode i direktnom primenom zakona
elektromagnetne indukcije (lekcija 76), pri ¢emu treba voditi racuna da

magnetno polje zavisi od koordinate y,adaje B, = \/EBO.

O =

Lo d=s =
EdZZ—EIBdS [> 2Eh:—2yh%(BmCOSO\)t) D E:y(’)BmSinO‘)t
N

dpP ) 2 1 o o 3 1 55 3
= —_GE —=—| |E°dydt=—B 0cd” =—B; o cd
v ° > ds TII el 12°°
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107. Efekat blizine

Efekat blizine (Eng. proximity - blizina) je uticaj promenljive struje u
jednom provodniku na raspodelu struje u drugom bliskom provodniku.
Ovaj efekat se objasnjava elektromagnetnom indukcijom i nije ga moguce
odvojiti od povrsinskog efekta, te se Cesto naziva i kombinovani efekat.
Analiza efekta blizine je uvek vrlo sloZzen zadatak, a raspodelu gustine
struje (i polja) nije moguée dobiti analitickim metodama ¢ak i u
najjednostavnijim slucajevima. Stoga je analiza koja sledi samo
ilustrativnog karaktera.

Neka su date dve veoma bliske neograni¢ene AZ
ploce istih debljina d , kroz koje u pravcu z ose,
a u suprotnim smerovima, proticu struje istih
jacina. Magnetno polje ima samo x komponentu.
Kao i u prethodnim analizama (lekcije 105 i 106)
gustina struje i polja su funkcije samo y
koordinate, a odgovaraju¢e raspodele su date B
reSenjem ve¢ poznate diferencijalne jednacine. *

— |1
g
Il

J,=Ce” +Ce™, B, =J—Y(C1eyy +C2e_w).

®C
U tackama koje pripadaju ravni y =d magnetno polje je jednako nuli, $to

je rezultat delovanja dve vrlo bliske struje suprotnih smerova, B (d)=0.

cosh(y(y —d))
coshyd

Kad se iz ovog uslova odredi veza izmedu
konstanti integracije, i kad se kao i ranije J, =J
uzme da je J,(0)=J,, dobija se konacno

Gustine struja su najveée na povrSinama koje su bliske jedna drugoj, a
najmanje na udaljenim povrSinama. Za struje istih smerova efekat bi bio
obrnut. Da nema efekta blizine, gustine struje bi na svim povrSinama bile
najvece i jednake, a najmanje na simetralnim ravnima ploca.

e Isti zakljucci vaze za realan koaksijalni vod. Da J
nema efekta blizine struja bi tekla u tankom
povrSinskom sloju na spoljasnjoj povrSini .
spoljaSnjeg provodnika. Ovako, najveca gustina
struje je na unutra$njoj povrSini spoljasnjeg w (
provodnika.
Ranije izvedene formule ostaju u vaznosti sa dodatkom za uticaj
spoljasnjeg provodnika.

o , R R R

Ry=.—, R=—"+—"2- [l=—.
2na 2mh
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108. Uslovi kvazistati¢nosti magnetnog polja

Kod velikog broja problema praktic¢ne i teorijske elektrotehnike moguée je
smatrati da su elektromagnetne promene trenutne, ¢ime se znatno
pojednostavljuju analiza i reSavanje problema. Ako elektromagnetna
promena stigne do svih tacaka u posmatranoj oblasti pre nego Sto se struja
ili koli¢ine naelektrisanja znacajnije promene, problem je kvazistati¢an.
Kod prostoperiodi¢nih polja uslov kvazistatiCnosti je ispunjen ako su
dimenzije oblasti od interesa znatno manje od talasne duzine. Na primer,
za idustrijske ucestanosti, f =50Hz, talasna duZzina je A = 6000 km, pa

se svi problemi reSavaju kao kvazistaticki.

dB =t rsin0ds
4mr

strujnog elementa opticanog stacionarnom
elektricnom strujom se izracunava na
osnovu dobro poznatog ALBS zakona
(lekcija 43). Za strujni element ¢ija duzina
je zanemarljivo mala, / — 0, elementarnu
duzinu, d/, je moguce zameniti stvarnom
duzinom, /. U sfernom koordinatnom
sistemu sa pocetkom u centru strujnog
elementa magnetno polje ima samo

Jacina magnetnog polja koja potice od ‘

ugaonu komponentu. U opStem slucaju

jacina struje je promenljiva u vremenu i na H = Ilsin©

velikim rastojanjima izraz za polje mora * 4

da bude korigovan da bi kona¢na brzina

prenosenja elektromagnetne promene bila H,= ! ~1(t)[sin®

uklju¢ena u proracun. Elektromagnetna 4mur

promena se prenosi kona¢nom brzinom v 1 -

i na rastojanju r od izvora se detektuje H,=——=i(t——)/sin®
. _ 4nr v

tek posle vremenskog intervala At =r/v.

Medutim, naelektrisanja duz strujnog elementa ubrzavaju i usporavaju
svoje kretanje Sto znac¢i da magnetno polje mora da ima jo$ jednu
komponentu koja je srazmerna prvom izvodu struje i koja isCezava na
malim rastojanjima. Ta komponenta moze da se rekonstruise iz definicije
prvog izvoda.
di(r) _ lim i) —i(t=Ar) _ lim i()—i(t—r/v)
dt At—0 At r/v—0 r/v

Grani¢na vrednost moze da se izostavi jer je veli¢ina /v veoma mala ¢ak
i za velika rastojanja. Na primer, u vakuumu (i vrlo priblizno u vazduhu) je
v =c izarastojanje » =3 cm kaSnjenje iznosi svega »/c =0.1ns.
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di(r) _i(t)—i(t—r/v)
dt rlv

> i) ~it—riv)+ = Lic—r )
v dt
Neka su promene struje prostoperiodi¢ne, tada je
i(t—r/v)=1,cosw(t—r/v)=1,cos(wt—kr),

%i(z —r/v)=-ol,sin(ot —kr)

gde je k=w/v=27nf/(Af)=2n/A fazna konstanta ili talasni broj.

Kad se dobijeni izrazi za jadinu struje zamene u ALBS zakon sledi izraz
koji je identi¢an onom koji se dobija pri prouc¢avanju Hertzovog dipola kao
osnovnog zraceceg elementa (Sveska V).

H, :ﬁ(%i(t —r/v) +%%i(r —r/v))lsin@
1 1
H,= i—l(% cos(wt — kr) —ésin(mt - kr)) /sin O
— b
Indukciona komponenta Zrace¢a komponenta
dominantna na malim rastojanjima dominantna na velikim rastojanjima
Magnetno polje naelektrisanja Magnetno polje naelektrisanja
u stalnom kretanju u ubrzanom kretanju

Iz prvog oblika izraza za magnetno polje je ocigledno da kad su promene
jaine struje u vremenu spore, prvi izvod tezi nuli i drugi sabirak je
moguce zanemariti. Takode, na malim rastojanjima je moguce zanemariti
kasnjenje koje potice zbog konacne brzine prenosenja elektromagnetne
promene.

Drugi oblik izraza za magnetno polje, koji vazi za harmonijske promene,
pruza kvantitativne podatke. Amplitude obe komponente polja su jednake

kad je 1/7*=k/r, odnosno kad je kr=1 ili za »~X\/6. Problemi se
mogu tretirati kao kvazistaticki ako je » <<A/6, odnosno ako je kr <<1.

Dakle, primenljivost kvazistaticke aproksimacije (lekcije 86 ili 88) zavisi
od ucestanosti, veli¢ine sistema i elektromagnetnih osobina sredine, jer je

v=1/4/ep . Na primer, pri u€estanosti f =1GHz, u vazduhu gde je brzina
prenoSenja promene v =c ~3-10° m/s, polje je kvazistatitko za rastojanja
r<<0.05m.
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109. Prva Maxwellova jednacina

U ranijem izlaganju (lekcija 19) je naznaceno da postoji neusaglasenost
izmedu osnovnih zakona elektrodinamike. Da bi se ovo uocilo, potrebno
da se potrazi divergencija levih strana Faradyevog i Ampéreovog zakona.
Divergencija rotora vektora je uvek jednaka nuli. Kad se to pravilo primeni
na zakon indukcije sve je tacno, jer se dobija da je divergencija vektora
magnetnog polja jednaka nuli, $to je zapravo zakon o konzervaciji
magnetnog fluksa. Medutim, isti postupak primenjen na Ampéreov zakon
daje da je divergencija vektora gustine struje jednaka nuli, §to je tacno
samo za stalne struje. Van okvira magnetostatike Ampéreov zakon ne vazi.

lekcija 85 lekcija 17
W F aradayev zakon Konzervacija fluksa e

~ B . = 0 . z a "
rotF = _‘3;_3 = div(otE)=——divE = 0=divk ¥ divE=0

t

- - ) ~ = - .= 0
rotB =p,J = div(rotB)=p,divJ = 0=divJ ? divJ= —a—’t)
o Ampereov zakon Jednadina kontinuiteta ™

lekcija 19 Sveska II
Postoji jo$ jedan nacin da se uvidi da Ampéreov S, S, C
zakon nije moguce primeniti na probleme sa A N Vo
promenljivim strujama. Na primer, punjenje ili I/
praznjenje kondenzatora (lekcija 101) nisu =1
magnetostaticki procesi, jer tom prilikom dolazi TG g
do nagomilavanja naelektrisanja na elektrodama. E
Za primenu Ampéreovog zakona u integralnom Lo Lo
obliku potrebna je zamisljena kontura C koja it;Bdl :MoIJdS

C S

obuhvta provodnik do jedne od elektroda.

Najjednostavnija povrSina S je ona koja lezi u ravni konture. Tada
provodnik probija povrSinu pod pravim uglom, jedini¢ni vektor povrSine i
vektor gustine struje su kolinearni. Vrednost povrSinskog integrala je
jednaka jacini struje kroz provodnik i ako je kontura kruzna sve se svodi
na Biot-Savartov zakon (lekcija 21). Medutim, na istu zamisljenu konturu,
koja ¢ak ne mora da bude kruzna, oslanja se bezbroj povrsina, a vrednost
integrala na desnoj strani zavisi od izbora povrSine.

Za povrsinu S, rezulat je isti kao i za povrSinu
I, §=§

S'. Medutim, za povrsinu S, , koja prolazi kroz Jas
0,S=S,

meduelektrodni prostor, fluks vektora gustine S
struje je jednak nuli. U kondenzatoru je J =0.



162 Dejan M. Petkovié

Matematicki gledano, problem je §to divergencija rotora mora da bude
jednaka nuli, a nije. Maxwell je ovaj problem resio 1861. godine, dodajuci
jos jedan ¢lan na desnu stranu Ampeéreovog zakona, Cineci je tako
bezizvornom u svim slucajevima. Maxwell je dodatni ¢lan nazvao struja
pomeraja (Eng. Displacement current). Dimenziono to jeste gustina struje,
mada se u vakuumu ne moze objasniti kretanjem nosilaca naelektrisanja.
Ova genijalna korekcija (ako se uopste moze nazvati korekcijom) posebno
je obradena u drugim tekstovima. Ovde je dato samo matematicki kratko
izvodenje, na nacin za koji ja mislim da je razumljiv.

Struja pomeraja 1

0 =div(rot B) = pydiv(J +J ) > div/, =-divJ = —
|_ . = dp) d . = . dD - dD
- div/,=—|— |=—divD=div— Jy=—
P ( d ) d d >y dt
Jedna¢ina kontinuieta —! L Maxwellov postulat
(Sveska II) (Sveska I)

U opstem slucaju je D= SOE +P i struja pomeraja ima dve komponente:
struja pomeraja u vakuumu i struja polarizacije (detaljnije, Sveska IV, ako

je ikada budem napisao). Dakle, kad se struja pomeraja doda na desnu
stranu Ampéreovog zakona dobija se prva Maxwellova jednacina.

U vakuumu prva U materiji
- - OF Maxwellova - - D
rot B =p,J +¢gyl, E jednadina rotH =J +E

Kad promene u vremenu ne postoje (ili su veoma spore) izvodi po
vremenu su jednaki nuli (ili vrlo bliski nuli), prva Maxwellova jednacina se
svodi na stacionarni slucaj tj. na Ampeéreov zakon.

Tako je reSen paradoks punjenja
kondenzatora. Elektri¢no polje u E= n _ 0 5_E _ L o0 _ L

kondenzatoru 1 struja izmedu g, &S ot SOSE_SOS
elektroda su

Kad se prva Maxwellova jednacina u integralnom obliku primeni na bilo
koju povrsinu dobija se uvek isti rezultat.

B §=5, - §l§di=u0[
- - OF \ - E=0 v
§BAl =p,[ J e, |dS
c s S=8, - OE -
7-0 - inl =u080§f§d5=u0]
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110. Sistem Maxwellovih jednacina

Oko redosleda Maxwellovih jednacina ne postoji jedinstven stav. Ovde su
jednacine date redosledom koji je ve¢ pomenut (Sveska V), a koji su
koristili profesori kod kojih sam ja sticao znanja [18, 22, 25]

Maxwell U vakuumu U materiji
Prva rot§=p0j+uoso% rot[rlzjs +%
Druga rot E = _6_l§ rot E = _8_5

ot ot
Treéa divE = % divD = P,
Cetvrta divB=0 divB=0

Ovde je prvi put uz struje i naelektrisanja dodat indeks da bi se naznacila
razlika izmedu slobodnih i ukupnih struja i naelektrisanja. U dosadasnjim
izlaganjima nije moglo da dode do zabune. Dakle, ako se indeks izostavi,
jer se podrazumeva da se radi o slobodnim naelektrisanjima u mirovanju i
kretanju, sledi zapis koji se najcesce srece u literaturi.

Maxwell Operatorski oblik Integralni oblik
) §ﬁdi=j(]+a—DJdS
Jednacine ot c s o
cirkulacije = - -
vxE=_98 PEa =—ij3ds
% dr
ot c s
VD=p §D dS=p
Jednacine s
divergencije - S o1G
VE=0 fBas =0
s
Za potpuno opisivanje elektromagnetnih polja, D=¢E
sistemu Maxwellovih jednaCina treba dodati 1.
konstitutivne veze i Ohmov zakon. Jednalina H=—B
kontinuiteta je ve¢ sadrzana u prvoj jednadini. H

Kao S§to Maxwellove jednaCine pokazuju da
naelektrisanja stvaraju polje, tako elektomagnetna ~ -
sila pokazuje kako polje deluje na naelektrisanje. F=q(E+vxB)
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A. Zbunjujudi nazivi za magnetno polje

Magnetno polje

Magnetic field

Gustina magnetnog fluksa

Magnetic flux density

B

Magnetna indukcija

Magnetic induction

(ne koristi se)

Field B

Magnetizaciono polje

Magnetizing field

JaCina magnetnog polja

Magnetic field strength

Magnetic field intensity

H

Magnetno polje | Magnetic field
Auxiliary field
(ne koristi se) .uX1 iary fie
Field H

Ja iskljucivo koristim termine magnetno i magnetizaciono polje.

Sve loSe je uvek stizalo s druge strane okeana (dobro, kukuruz moze da se
izuzme), pa smo tako za magnetno polje B dobili besmislen naziv
magnetna indukcija. Ovaj pojam, mada je ve¢ davno odomacen, pa sam ga
i sam ranije upotrebljavao, u elektrodinamici ima sasvim drugo znacenje i

treba ga izbegavati [5, p.271].

Zaboravili smo Tpueynoan, a prihvatili smo Velentine's day. Sada
prihvatamo apsurdan naziv 3a magnetno polje - gustina magnetnog fluksa
[3]. Zaboravili smo da je pojam magnetnog polja, uostalom kao i pojam
elektri¢nog polja, uveden pomocu sile (Iekcija 1).

——

U zvani¢nom opisu novcanice od sto srpskih . 1] Irnur
dinara piSe da je prikazana formula za jedinicu ‘ L/ W)
magnetne indukcije, a formula prikazuje T IWe
gustinu magnetnog fluksa. Dakle potpuno ‘“ - lurir |
zbunjujuce. Da je bar to ona formula iz prve N8
lekcije, ali nije. Tako je to, oni koji prave pare & TzA_m 4
ne Citaju knjige. l_
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B. Kratka istorija magnetizma

U ovu kratku istoriju magnetizma nisu ukljucena otkri¢a vezana za strogo
elektricne pojave 1 elektromagnetne talase, te njihovo nastajanje i

prostiranje.
-4000.| TSu-si, kamen ljubavi Kineski zapisi
-2637. | Prva upotreba kompasa Huang-ti, kineski car
-1110. | Prva plovidba pomoc¢u Taheon-Koung, kineski ministar
kompasa
-1000. | Prvi opis prirodnog magneta, | Ounpog , tj.
Lodestone Homer, starogrcki pesnik

- 950. | Redovna upotreba kompasa | Solomon, izraelski kralj

-900. | Otkric¢e grékog ovcara u Gaius Plinius Secundus (23-79)
oblasti Magnesia u Maloj Giambattista Della Porta (1538-1615),
Aziji, prema zapisima italijanski prirodnjak i filozof

-600. | Prvi zapis o svojstvima Aalflc 6 Midoiog ( pne 624-546),
prirodnog magneta Tales iz Mileta, starogrcki filozof

121. | Prvi zapis pojma magnet Kineski re¢nik Choue Wen

1186. | Prvi zapisi o kompasu u Alexander Neckem (1157-1217),
zapadnoj civilizaciji engleski monah

1269. | Prvi koncept polova i Petrus Peregrinus de Marincourt,
detaljan opis kompasa francuski krstas: Epistola de Magnete

1600. | Prvo racionalno objasnjenje | William Gilbert (1544-1603), engleski
rada kompasa dvorski fizicar

1730. | Prvi sloZeni magnet Servigton Savery

1740. | Prvi komercijalni magnet Gowen Knight (1713-1772)

1742. | Sila izmedu polova obrnuto | Thomas Le Seur (1703—1770)
srazmerna treCem stepenu Francis Jacquier(1711-1788)
rastojanja

1750. | Prva knjiga o proizvodnji John Mitchell (1724-1793)
magneta. Sila izmedu polova
obrnuto srazmerna kvadratu
rastojanja

1778. | Otkri¢e diamagnetizma Sebald Justinus Brugmans (1763-1819)
(bizmut i antimon)

1819. | Otkri¢e elektromagnetizma | Oersted

1820. | Magnetna indukcija strujnog | Biot i Savart
elementa

1825. | Ampeéreov zakon Ampeére

1824. | Rotirajudi bakarni disk Arago

1824. | Magnetni skalar potencijal Poisson

1825. | Prvi elektomagnet William Sturgeon (1783-1850)

1830. | Induktivnost Henry

1831. | Elektromagnetna indukcija | Faraday

1832. | Nezavisno otkri¢e indukcije | Henry
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1832. | Prvi alternator i komutator Pixii
1833. | Prvi telegraf Gauss i Weber
1834. | Lenzov zakon Lenz

1837.

Prvi komercijalni telegraph

Samuel Morse (1791-1872)

1845. | Magnetni vektor potencijal | Frantz Ernst Neumann (1798—1895)
matematicki zapis indukcije

1846. | Diamagnetizam Faraday

1855. | Prva prakticna upotreba Guillaume-Benjamin-Amand Duchenne

naizmenicne struje

(1806-1875)

1855.

Vrtloze struje

Foucault

1855.

Divergencija, rotor - Fizicko
tumacenje magnetnog polja

Maxwell

1860.

Motor jednosmerne struje

Antonio Pacinotti (1841-1912)

1861.

Zvucnik
Ampeéreov zakon - korekcija

Johann Philipp Reis (1834—-1874)
Maxwell

1865. | A Dynamical Theory of the | Maxwell
Electromagnetic Field
1871. | Generator jednosmerne Zenobe Theophile Gramme (1826-1901)

struje, dinamo

1872.

Komercijalni generator
jednosmerne struje

Kompanija Siemens and Halske

1873.

A Treaties of Electricity and
Magnetism

Maxwell

1873.

Rowlandov zakon ili
Hopkinsonov zakon

Rowlad, 1 Hopkinson

1875. | Telefon Alexander Graham Bell (1847-1922)

1878. | Mikrofon David Edward Hughes (1831-1900)

1879. | UsavrSeni generation Thomas Alva Edison (1847-1931)
jednosmerne struje

1879. | Hallov efekat Hall

1883. | Obrtno magnetno polje Tesla

1883. | Povrsinski efekat Sir Horace Lamb (1849-1934)

1881. | Prvi patent Lucien Gaulard (1850-1888)
transformatora John Dixon Gibbs (1834-1912)

1886. | Prvi komercijalni William Stanley (1858-1916)
transformator

1885. | Siroka proizvodnja George Westinghouse (1846-1914)
naizmenicne struje

1887. | Diferncijalni operatori u Heaviside
Maxwellovim jedna;inama

1888. | Prva proizvodnja Hertz

elektromagnetnih talasa

1889. | Pupinov kalem Mihajlo Pupin (1858-1935)
1891. | Teslin kalem Tesla
1895. | Curieova temperatura Curie

1895.

Komutator i ispravlja¢

Karol Franciszek Pollak (1859-1928)

1897.

Otkrice elektrona

Thomson
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1898. | Prvi magnetni zapis Valdemar Poulsen (1869-1942)
1902. | Uticaj magnetizma na Lorentz
zradenje’
1905. | Objasnjenje diamagnetizma | Paul Langevin (1872-1948)
paramagnetizma i
1906. | Otkricée elektrona, maseni Thomson
spektrometar’
1906. | Objasnjenje feromagnetizma | Ernest Weiss Pierre (1865-1940)
1911. | Superprovodljivost Heike Kamerlingh Onnes (1853-1926)
1917. | Prvi kobaltni magnet K. HondaiT. Takai
1920. | Prvi magnetron Albert W. Hull (1880—1966)
1923. | u-metal Willoughby S. Smith, Henry J. Garnet
1928. | Prva magnetna traka Fritz Pfleumer (1881-1945)
1930. | Prvi Alnico Magnet Mishima Tokushichi (1893-1975)
(Fet+Al Ni, Co)
1931. | Prvi ciklotron Lawrence
(postao operativan 1943)
1931. | Prva elektrina gitara George Delmetia Beauchamp
(1899-1941)
1940. | Betatron Donald William Kerst (1911-1993)
1943. | Magnetni moment protona | Stern
1944. | Magnetna svojsta atomskog | Isidor Isaac Rabi (1898-1988)
jezgra’
1947. | Memorije sa magnetnim John Adam Presper Eckert (1919-1995)
jezgrom
1952. | Keramicki magneti J.J. Went, G.W.Rathenan,
(Fe+Ba i Fe+Sr) E.W. Gorte i G.W. Van Qosterhout
1953. | Prvi magnetni disk Kompanija IBM
1955. | Magnetni moment elektrona | Polykarp Kusch(1911-1993)
1966. | Samarijum-kobalt magnet Dr Karl J. Strnat
(SmCo5)
1970. | Antiferromagnetizam i Louis Eugene Félix Néel (1904-2000)
ferrimagnetizam’
1972. | Samarium-kobalt magnet Dr Karl J. Strnat
(Sm2Co17) Dr Alden Ray
1983. | Neodijum-Gvozde-Bor Dr Masato Sagawa
magnet (Nd2Fe14B) Dr John Croat
1999. | Oerstedov satellit, snimanje | Prvi danski satelit
Zemljinog magnetnog polja
2007. | Dzinovska Peter Andreas Griinberg (1939—)

magnetootpornost*

Albert Fert (1938-)

*

Nobelova nagrada za otkrice
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C. Gustina energije permanentnih magneta

[kJ/m*]

| Wmax

200

120

40 Godina

1920 1960 2000

D. Osnovne jednacine kinematike

Osnovne jednacine kretanja s space - put
su popularno nazvane suvat u initial velocity - pocetna brzina, v,
prema oznakgma za v velocity - brzina
osnovne veliCine . a acceleration - ubrzanje
pravolinijskog kretanja. t time - vreme
t=0
v—g a_dv_dzs da_dzv_d3s_0 $=0
de’ d d*° At A AT o,
0
v=Iadt=at+C > v=v,+at
1 2 1 2
S=J.vdt=J-(vO+at)dt=v0t+§at +C > s=v0t+§at
s 1 2vo+at vy +v vy + V)¢
v, ===y, +—at=""L =2 > s=u
ot 2 2 2 2
2 2
Vy V)t Vo +Vv)(v—y V=
2 2 a 2a
suvat jednaéine ostaju u ugao 0
vaznosti ako se linijske poCetna ugaona brzina  m, — v,
veliCine zamene ugaona brzina ®—V
ugaonim. ugaono ubrzanje o —>a
Izmedu osnovnih veli¢ina pravolinijskog i s=rb
rotacionog kretanja postoje veze: V=OxF
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E. Izracunavanje potpunih elipti¢kih integrala

SUBROUTINE dmpeike (ak,ek,ee,ir)

dmplib - Ellipt.Int.Comp.
AGM method - August, 1987.
Rev #1 - April, 1996.

ek = K(k) - 1st kind

ee = E(k) - 2nd kind

ak = k - modulus

ir = -1 - error

ir > -1 - # of iterations

IMPLICIT REAL*8 (a-h,o-z)

IF(ak .GT. 1.d0)THEN

ier=-1
RETURN
ENDIF

IF (ak .EQ. 1.d0)THEN

ek=HUGE (ek)
ee=1.d0
ir=0
RETURN

ENDIF

ek=2.d0*DATAN (1.d0)
eps=1.d-15 !

' pi/2
epsilon

a0=1.d0

b0=dsqgrt (1.d0-ak*ak)
cO0=ak

s=c0*c0

ir=0

dif=DABS (a0-b0)

DO WHILE (dif .GT.

eps)
al=(a0+b0)/2.d0
bl=DSQRT (a0*b0)
cl=(a0-b0)/2.d0
ir=ir+l
s=s+2**jir*cl*cl
al=al

b0=bl

dif=DABS (al-bl)

ENDDO

ek=ek/al
ee=ek* (1.-s/2.d0)

RETURN
END

FORTRAN potprogram

0<k<l

n/2 d(X,
K= 'f 1-k*sin’a
0
n/2

E(k) = j 1- k2 sin? o dot
0

Gauss-Legendreov metod
aritmeticko-geometrijske
sredine

a,,=(a,+b,)/2,

n+l —

a, =1,
by =+a,b, .
by =N1-k*,
¢ =(a,=b,)/2,
c =k,

Prekid iterativnog procesa
la,-b,I<¢

Numericko resenje

K(k)=—-

a,

E(k):K(k)(l—%Zn:chJ

i=0

K(k)
E(k)
0.6 &

-‘bouﬂ‘

02
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Indeks imena

Ovoj indeks ne prikazije sva pojavljivanja nekog imena u tekstu, ve¢ su
date samo najbitnije odrednice za osnovni tekst bez priloga. To je uradeno
iz prakti¢nih razloga, jer se, primera radi, odrednice Ampére ili Ampéreov

zakon pojavljuju vise od 90 puta.
Andre - Marié Ampere, 1775-1836

Francois Joan Doménec Arago, 1786-1853
Aristotélés -Apiototéing, 384-322 pne
Kenneth Tompkins Bainbridge, 1904 -1996
Jean Baptiste-Biot, 1774-1862

Kristian Birkeland, 1867-1917
Charles-Augustin de Coulomb, 1736-1806
Piere Curie, 1856-1906

Sir Humphry Davy, 1778-1829

René Descartes, 1596-1650

Paul Dirac, 1902-1984

Albert Einstein, 1879-1855

Michael Faraday, 1791-1867

Jovan Filopon, 490-570

Sir John Ambrose Fleming, 1849-1945
Jean Bernard Léon Foucault, 1319-1868
Benjamin Franklin, 1706-1790

Galileo Galilei, 1564-1642

Johann Carl Friedrich Gauss, 1777-1855
Joseph Louis Gay-Lussac; 1778-1850
Walther Gerlach, 1889-1979

William Gilbert, 1544-1603

Edwin Herbert Hall, 1855-1938

Oliver Heaviside, 1850-1925

Hermann Ludwig Ferdinand von Helmholtz, 1821-1894
Joseph Henry, 1797-1878

Heinrich Rudolf Hertz, 1857-1894

John Hopkinson, 1849-1891

James Prescott Joule, 1818-1889

Gustav Robert Kirchhoff, 1824-1887
Giuseppe Luigi Lagrange, 1736-1813
Pierre-Simon, marquis de Laplace, 1749-1827
Ernest Orlando Lawrence, 1901-1958

17,19, 42, 50, 64, 73,
77, 83, 160
17,112, 115, 156
15

33

21, 42, 64, 160

19

93.95

87

16, 112

26,68

68

114
16,17, 101, 111, 113,
120, 122, 156, 160
15

20

156

15,101, 111

104
17,63, 77, 82,92, 93
111

27

15,22,94, 103

29, 156

28, 124, 148

55, 59

114, 124

159

104, 107

135, 147, 149, 154,
157

74, 106, 138

31

20, 64, 96, 100

33
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Heinrich Lenz -

Omunuit Xpucmuarnosuy Jleny, 1804 - 1865
Hedrik Antoon Lorentz, 1853-1928.
James Clerk Maxwell, 1831-1879

Franz Ernst Neumann, 1798-1895
Sir Isak Newton, 1642-1726

Alfred Nobel, 1801-1872

Hans Christian Oersted, 1777-1851
Georg Simon Ohm, 1789-1854

Ostrogradsky -

Muxaun Bacunvesuy Ocmpozpaockuii, 1801-1862
Hippolyte Pixii, 1808-1835

Siméon Denis Poisson, 1781-1840
Giovanni Battista Della Porta, 1538-1615
John Henry Poynting , 1852-1914

Michel Rolle, 1652-1719

Henry Augustus Rowland, 1848-1901
Félix Savart, 1791-1841

Otto Stern, 1888-1969

Sir George Gabriel Stokes, 1819-1903
George Johnstone Stoney, 1826-1911
Brook Taylor, 1685-1731

Nikola Tesla, 1856-1943

Sir Joseph John Thomson, 1856-1940
Vilhelm Eduard Weber, 1804-1891

114, 123, 124, 156
28,49, 114

19, 34, 49, 76, 122,
161, 163

114, 125, 127, 129
48

28,33

16, 17,39

105, 106, 135, 138,
143, 163

92

121

59,91, 93
15

155

49

104
21,42, 64, 161
27
23,37,59
28

55, 66, 127
19, 59, 143
28

34
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